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振动耦合动力学模型

陈　果
（南京航空航天大学 民航学院，南京２１１１０６）

摘　　　要：在航空发动机整机振动模型中对滚动轴承进行了详细建模。建立了５自由度（ＤＯＦ）球 轴 承 动

力学模型，推导了在５自由度复杂变形下的轴承力和力矩表达式；针对圆柱滚子轴承，利用“切片法”，推 导 了

考虑轴承径向变形、圆柱转子凸度、轴承间隙以及轴承倾斜引起的角向变形等复杂因素作用下的圆柱滚子轴

承的作用力；将复杂的球轴承模型和滚子轴承模型与６自由度的转子和机匣有限元梁模型结合，建立了含复

杂滚动轴承建模的航空发动机整机振动模型，并利用数值积分方法进行了动力学方程求解。利用带机匣的转

子试验器进行了方法验证，与试验结果对比表明，仿真计算的整机振动前３阶固有频率误差在５％以内，对应

振型完全相似。
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　　航空发动机支承系统的结构设计往往采用滚珠

轴承和滚柱轴承相结合的方式，用角接触球轴承承

受轴向和径向载荷、用滚柱轴承承受径向载荷和容

许的轴向变形，因此在航空发动机整机振动建模和

分析中，建立详细的滚动轴承动力学模型，对于分析

滚动轴承对整机振动的影响规律具有重要意义。
目前，国内外学者主要围绕滚动轴承 所 存 在

的变柔性（ｖａｒｙｉｎｇ　ｃｏｍｐｌｉａｎｃｅ，ＶＣ）效应、轴承间

隙、表面波纹及表面损伤等非线性因素进行动力

学建模，揭示了滚动轴承系统所存在的分叉及混

沌现象［１－７］，这些研究所建立的滚动轴承动力学模

型仅仅考虑了ｘＯｙ平面的运动，即为２自由度模

型。为了对滚动轴承进行更为详细的建模，国内

外学者提 出 了 考 虑ｘ，ｙ，ｚ方 向 平 动 及 绕ｘ 和ｙ
方向 转 动 的 更 为 详 细 的５自 由 度 滚 动 轴 承 模

型［８－１１］，研 究 了 轴 承 间 隙、波 纹、轴 向 预 紧 力 和 径

向预紧力对系统稳定性和动力学特征的影响。为

了将滚动轴承动力学模型进一步与航空发动机整

机振 动 相 结 合，文 献［１２］建 立 了 转 子－滚 动 轴 承－
机匣耦合动力学模型，文献［１３］对模型进一步进

行了模态试验验证，但是，其滚动轴承模型采用的

是２自由度简单模型，且无法区分滚珠球轴承和

圆柱滚子轴承的动力学建模，而且转子和机匣的

有限元梁模型的节点仅仅考虑了４个自由度，缺

乏轴向和扭转自由度，因此无法分析轴向振动和

弯扭耦合振动；文献［１４－１５］建立了某航空发动机

双转子－滚动轴承耦合系统，考虑了滚珠球轴承和

圆柱滚子轴承的详细模型，然而，其转子模型很简

单，且缺乏机 匣 模 型，因 此 不 能 研 究 转 子－滚 动 轴

承－机匣的耦 合 振 动。文 献［１８］研 究 了 转 子 不 对

中下的球轴承载荷，并由此分析了不对中故障机

理，但是文中未考虑圆柱滚子轴承模型，以及转子

与机匣的耦合关系。
由此可见，为了更加详细地分析航空 发 动 机

整机振动动力学特征，需要进一步建立详细的复

杂滚动轴承模型，区分滚珠轴承和滚柱轴承的建

模方法，同时将滚动轴承动力学模型与转子和机

匣有限元模型进行耦合，建立详细的转子－滚动轴

承－机匣耦合动力学模型。为此，本文在文献［１２－
１３］的基础上，引入了详细的滚珠轴承和滚柱轴承

动力学模型，推导了复杂的轴承力表达式，并将转

子和机匣的有限元节点自由度推广到６个，进行

了考虑复杂滚动轴承模型的航空发动机整机振动

建模与仿真分析。最后用带机匣的航空发动机转

子试验器进行了模型验证。

１　５自由度滚珠球轴承模型

建立固定坐标系Ｏｘｙｚ，其坐标原点Ｏ为固定

点，位于滚动轴承外圈中心点处，ｘ为轴向坐标，ｙ，

ｚ为径向坐标。５自由度球轴承模型包括ｘ，ｙ，ｚ方

向平动及绕ｙ和ｚ方向转动的５个自由度，是最完

善和复杂的模型，设滚珠与内外圈接触满足 Ｈｅｒｔｚ
接触应力理论。这样，第ｊ个滚珠对轴承内圈沿法

线方向的接触力Ｑｊ 与其法向变形δｊ 之间的关系为

Ｑｊ ＝ｋｎδｎｊ （１）

式中ｋｎ 为滚珠与内外圈之间的总的载荷－变形系

数（单位为Ｎ／ｍｎ），ｎ为接触指数，对于滚 珠 轴 承

可以设为ｎ＝１．５。由此可见，要求出第ｊ个轴承

的轴承力，需 要 分 别 求 出 载 荷－变 形 系 数ｋｎ 和 法

向变形δｊ。下面分别推导其求解方法。

１．１　总载荷－变形系数ｋｎ 的计算

滚珠与内外圈之间的总的载荷－变形系数ｋｎ，是
由内圈和外圈的载荷－变形系数ｋｉ，ｋｏ 综合求得，即

ｋｎ ＝
１

１
ｋ（ ）ｉ

１
ｎ

＋ １
ｋ（ ）ｏ

１熿

燀

燄

燅
ｎ

ｎ

（２）

其中

ｋｉ＝ ３２
９（δ＊ｉ ）３η

２珋ρ［ ］ｉ
１
２
，ｋｏ＝ ３２

９（δ＊ｏ ）３η
２珋ρ［ ］ｏ

１
２

（３）
式中η为综合弹性常数

η＝
１－μ

２
ｉ

Ｅｉ
＋
１－μ

２
ｏ

Ｅｏ
（４）

式中μｉ，Ｅｉ 分别为内圈的泊松比和弹性模量；μｏ，

Ｅｏ 分别为外圈的泊松比和弹性模量；δ＊ｉ ，δ＊ｏ 分别

是滚珠与内滚道和外滚道的相对趋近量常数，是

与相对曲率Ｆ（ρ）相关的系数；Ｆ（ρ）ｉ 和Ｆ（ρ）ｏ 的

计算公式分别如式（５）和式（６）所示，δ＊ｉ 和δ＊ｏ 与

Ｆ（ρ）ｉ 和Ｆ（ρ）ｏ 的关系参见文献［１６］。

Ｆ（ρ）ｉ＝

２γ
１－γ＋

１
ｆｉ

４＋ ２γ
１－γ－

１
ｆｉ

（５）

Ｆ（ρ）ｏ＝
－ ２γ
１＋γ＋

１
ｆｏ

４－ ２γ
１＋γ－

１
ｆｏ

（６）

式中ｆｏ 为外圈沟曲率半径系数，取值在０．５１５～
０．５２５之间，ｆｉ 为内圈沟曲率半径系数ｆｉ，取值在

０．５１５～０．５２５之 间。滚 珠 与 内 外 圈 接 触 的 曲 率

和珋ρｉ 和珋ρｏ 分别是

４９１２
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珋ρｉ＝
１
Ｄ×

４＋ ２γ
１－γ－

１
ｆ（ ）ｉ （７）

珋ρｏ＝
１
Ｄ×

４－ ２γ
１＋γ－

１
ｆ（ ）ｏ （８）

式中γ＝Ｄｃｏｓα０ｄｍ
，其中Ｄ为滚珠直径，ｄｍ 为节圆

直径，α０ 为初始接触角。

１．２　滚珠轴承法向变形δｊ 的计算

在固定坐标系Ｏｘｙｚ中。作用在滚动轴承上

的外载荷和相应的滚动轴承弹性变形分别为Ｆ＝
｛Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ，Ｍｙ，Ｍｚ｝，ｑ＝｛δｘ，δｙ，δｚ，ｙ，ｚ｝。

对于任意第ｊ个滚珠，正常状态下它与内外圈

的接触示意图如图１所示，设置固定坐标系Ｏｘｒ，
其中Ｏｘ为轴向，Ｏｒ为径向。α０ 为滚转与内外圈间

的初始接触角，Ｏｉ和Ｏｏ 分别为受载前内外圈沟曲率

的中心位置和外圈沟曲率的中心位置，受载前内外

圈沟曲率中心位置Ｏｉ和Ｏｏ 之间的初始距离为Ａ０。
轴承产生变形后的滚珠与内外圈的变形示意

图如图１和图２所示。其中α０ 为初始接触角，αｊ
为受载后的接触角，Ｏ′ｉ 为受载后内圈沟曲率的中

心位置。因外圈固定，受载后外圈沟曲率的中心

位置仍在Ｏｏ 处，Ａｊ 为Ｏ′ｉ 和Ｏｏ 之 间 的 距 离，δｊ
为第ｊ个 滚 珠 在 接 触 法 向 方 向 上 的 总 接 触 变 形

量，δｘｊ为滚珠 在 轴 向 的 弹 性 变 形 量，δｒｊ为 滚 珠 在

径向的弹性变形量。

图１　滚珠与内外圈接触示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｂａｌｌ，

ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｒｉｎｇｓ

第ｊ个滚珠的法向变形为

δｊ ＝
Ａｊ－Ａ０，δｊ＞０
０， δｊ≤烅

烄

烆 ０
（９）

其中Ａ０＝（ｆｏ＋ｆｉ－１）Ｄ，为受负荷前内外圈沟

曲率中心位置之间的初始距离。
滚珠与内外圈相对变 形 示 意 图 如 图２所 示。

滚珠轴承的初始接触角由径向游隙、球与滚道的吻

合度共同决定，设径向游隙为Ｐｄ，则初始接触角为

α０ ＝ｃｏｓ－１　１－
Ｐｄ
２Ａ（ ）０ （１０）

受载后的距离为

Ａｊ ＝ （Ａ０ｓｉｎα０＋δｘｊ）２＋（Ａ０ｃｏｓα０＋δｒｊ）槡 ２ （１１）
其中

δｘｊ ＝δｘ＋Ｒｊ（ｙｓｉｎψｊ－ｚｃｏｓψｊ）

δｒｊ ＝δｙｃｏｓψｊ＋δｚｓｉｎψ｛ ｊ

（１２）

其中Ｒｊ 为内滚道沟曲率中心轨迹半径，即

Ｒｊ ＝
ｄｍ
２ ＋ ｆｉＤ－Ｄ［ ］２ ｃｏｓα０ （１３）

式中ψｊ 为第ｊ个轴承位置角，设滚珠数为ｍ，内

圈的旋转速度 为ωｉ，外 圈 的 旋 转 速 度 为ωｏ，外 滚

道半径为Ｒｏ ＝ｄｍ２ ＋
Ｄ
２×ｃｏｓα０

，内 滚 道 半 径 为

Ｒｉ＝ｄｍ２－
Ｄ
２×ｃｏｓα０

，由文献［６］可知保持架旋转

速度为

ωｃ＝
（ωｏ×Ｒｏ＋ωｉ×Ｒｉ）

（Ｒｏ＋Ｒｉ）
（１４）

因此，ｔ时刻第ｊ个轴承位置角ψｊ 为

ψｊ ＝ωｃ×ｔ＋
２π（ｊ－１）
ｍ

ｊ＝１，２，…，ｍ （１５）

αｊ 为负荷后实际的接触角，满足

ｔａｎαｊ ＝
Ａ０ｓｉｎα０＋δｘｊ
Ａ０ｃｏｓα０＋δｒｊ

（１６）

图２　滚珠与内外圈相对变形示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ

ｂａｌｌ　ａｎｄ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｒｉｎｇｓ

１．３　滚珠轴承轴承力的计算

在求出总载荷－变形系数ｋｎ 和第ｊ个滚珠法

向变形δｊ 后，第ｊ个滚珠的弹 性 接 触 力Ｑｊ 可 由

式（１）得出，按５个自由度方向进行分解，即可得

５９１２
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到作用在滚动轴承上的外载荷，即

Ｆｘｊ ＝Ｑｊｓｉｎαｊ （１７）

Ｆｙｊ ＝Ｑｊｃｏｓαｊｃｏｓψｊ （１８）

Ｆｚｊ ＝Ｑｊｃｏｓαｊｓｉｎψｊ （１９）

Ｍｙｊ ＝ＲｊＱｊｓｉｎαｊｓｉｎψｊ （２０）

Ｍｚｊ ＝－ＲｊＱｊｓｉｎαｊｃｏｓψｊ （２１）

则５自由度下的轴承力和力矩分别为

Ｆｘ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
Ｆｘｊ，Ｆｙ ＝∑

ｍ

ｊ＝１
Ｆｙｊ，Ｆｚ ＝∑

ｍ

ｊ＝１
Ｆｚｊ，

Ｍｙ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
Ｍｙｊ，Ｍｚ ＝∑

ｍ

ｊ＝１
Ｍｚｊ

２　圆柱滚子轴承力模型

采用切 片 法［１７］进 行 滚 子 轴 承 的 变 形 分 析，
“切片法”假 设 任 何 滚 子－滚 道 接 触 在 平 行 于 轴 承

径向平面内都可以划分为一定数量的“切片”。同

时还假定，由于接触变形很小，可以忽略切片间的

切应力，仅仅考虑接触变形。设滚子轴承的游隙为

Ｓｄ、滚子数目为Ｚ、切片数为Ｋ、切片宽度ｗ＝ｌ／Ｋ；
建立与 图１相 同 的 固 定 坐 标 系Ｏｘｒ，与 图２

相同的固定坐标系Ｏｘｙｚ，第ｊ个转子的位置定义

如图２所示，ｔ时刻第ｊ个 轴 承 位 置 角ψｊ 仍 按 式

（１５）进行 计 算，需 要 注 意 的 是，对 于 圆 柱 滚 子 轴

承，其接触角为０°。
当径向载荷作用在不同轴的圆柱滚子轴承上

时，在凸度滚 子－滚 道 接 触 的 每 个 切 片 上，其 变 形

由３个分量组成；①由径向载荷在方位为ｊ的滚

子处产生的变形Δｒｊ；②由于滚子凸度在第λ个切

片上产生的变形ｃλ；③由于轴承不同轴和滚子倾

斜在方位为ｊ的滚子处产生的变形Δθｊ；图３中为

轴承倾斜示意图、图４为变形分量的示意图。

１）由内外圈径向位移引起的变形

设ｙ，ｚ方向的相对径向位移分别为ΔＳｙ，ΔＳｚ，
则，由ΔＳｙ，ΔＳｚ 引起的第ｊ个滚子的径向变形分

图３　轴承倾斜示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｉｌｔｅｄ　ｂｅａｒｉｎｇ

图４　滚子－滚道接触分量示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

ｂｅｔｗｅｅｎ　ｒｏｌｌｅｒ　ａｎｄ　ｒａｃｅ

别如下：
（１）ΔＳｙ 引起的径向变形

Δｒｙｊ ＝ １２
（ΔＳｙ·ｃｏｓψｊ） （２２）

（２）Δｙｚ 引起的径向变形

Δｒｚｊ ＝ １２
（ΔＳｚ·ｓｉｎψｊ） （２３）

２）由内外圈相对倾斜产生的径向变形

设绕ｙ方向、ｚ方 向 的 相 对 径 向 转 角 分 别 为

θｙ，θｚ，则，由θｙ，θｚ 引起的第ｊ个滚子的径向变形

分别如下：
（１）θｙ 引起的径向变形

Δθλｙｊ ＝ １２θｙ λ－（ ）１２ ·ｗ·ｃｏｓψｊ （２４）

（２）θｚ 引起的径向变形

Δθλｚｊ ＝－１２θｚ λ－（ ）１２ ·ｗ·ｓｉｎψｊ （２５）

３）由滚子凸度产生的径向变形

滚子和滚道的凸度可以避免导致滚动元件过

早疲劳失效的边缘载荷。凸度可以以不同的形式

实现。本文采用带有局部凸度的圆柱滚子，即只

在滚子轮廓的一部分带有凸度，而其余部分仍然

为圆柱面，其示意图如图５所示，其中ｌ为滚柱轴

图５　带局部凸度的滚子示意图

Ｆｉｇ．５　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｒｏｌｌｅｒ　ｗｉｔｈ　ｌｏｃａｌ　ｃｏｎｖｅｘ
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承滚子的有效长度；η为直线段长度系数，直线段

长度ｌｓ＝η·ｌ；Δ为 滚 子 凸 度 量。由 凸 度 产 生 的

滚子－滚道接触变形分量为

Ｃλ ＝
Δ·

２λ－１
Ｋ －（ ）１

２

－ ｌｓ（ ）ｌ
２

１－ｌｓｌ

　　 ２λ－１Ｋ －（ ）１
２

－ ｌｓ（ ）ｌ
２

＞０

０ 　　 ２λ－１Ｋ －（ ）１
２

－ ｌｓ（ ）ｌ
２

≤

烅

烄

烆
０

（２６）

　　４）第ｊ个滚子、第λ个切片的变形

如图４所示，第ｊ个滚子、第λ个切片的变形

由３个 分 量 组 成，即：①由 径 向 载 荷 产 生 的 变 形

Δｒｊ；②由于滚子 凸 度 产 生 的 变 形ｃλ；③由 于 轴 承

倾斜产生的变形Δθｊ。另外，切片变形还将去掉轴

承间隙Ｓｄ 的 影 响 部 分。因 此，第ｊ个 滚 子、第ｊ
个切片的总变形δλｊ为

δλｊ ＝Δｒｙｊ＋Δｒｚｊ－
Ｓｄ
４＋Δθｙｊ＋Δθｚｊ－Ｃλ ＝

１
２
（ΔＳｙ·ｃｏｓψｊ）＋

１
２
（ΔＳｚ·ｓｉｎψｊ）－

Ｓｄ
４＋

１
２θｙ λ－（ ）１２ ·ｗ·ｃｏｓψｊ－１２θｚ λ－（ ）１２ ·

ｗ·ｓｉｎψｊ－Ｃλ （２７）

５）轴承力

首先由第ｊ个滚子的Ｋ 个切片变形计算第ｊ
个滚子的载荷Ｑｊ，即

Ｑｊ ＝ ｗ－０．８９
１．２４×１０－５×Ｋ０．１１∑

Ｋ

λ＝１

（δλｊ）１．１１ （２８）

然后，可以得到各自由度下的轴承力和力矩，即

Ｆｘｊ ＝０，Ｆｘ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｆｘｊ （２９）

Ｆｙｊ ＝Ｑｊｃｏｓψｊ，Ｆｙ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｆｙｊ （３０）

Ｆｚｊ ＝Ｑｊｓｉｎψｊ，Ｆｚ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｆｚｊ （３１）

Ｍｙｊ ＝０，Ｍｙ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｍｙｊ （３２）

Ｍｚｊ ＝０，Ｍｚ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｍｚｊ （３３）

显然，滚柱轴承仅能承受径向载荷，不能承受

轴向力和各方向的力矩。

３　航空发动机整机振动模型

由于滚珠球轴承考虑了５个自由度，因此，利
用文献［１２－１３］的 方 法 进 行 航 空 发 动 机 整 机 振 动

建模，需要将转子和机匣梁单元节点的自由度从

４个扩展为６个。建 立 坐 标 系 如 图６所 示，其 中

Ｏｘｙｚ为固定坐标系。变形状态下，自由度定义：

任意截面相对于固定坐标系的位置按以下方法确

定：横截面沿转子轴向ｘ的位移Ｓｘ，沿径向ｙ向

位移Ｓｙ、沿径向ｚ向位移Ｓｚ、绕ｘ向旋转θｘ，绕ｙ
向转角θｙ，绕ｚ向转角θｚ。

３．１　转子模型

转子考虑为由若干支承和转盘组成，转 子 利

用有限元方法离散为普通梁单元，考虑转子系统

的剪切变形、陀螺力矩及转动惯量。转子与其他

转子、机匣以及支承之间通过非线性力和力矩耦

合。另外转 子 节 点 上 还 将 承 受 来 自 外 部 的 激 励

力。图６为本文建立的６自由度有限元转子动力

学模型。

图６　６自由度（ＤＯＦ）有限元转子动力学模型

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｒｏｔｏｒ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　６ＤＯＦｓ

转子由分布质量和弹性轴、离散的刚 性 盘 组

成，设转子有Ｎ 个 节 点 和Ｍ 个 盘，如 图６所 示。
对每个转轴单元，Ｅ，Ｉ，Ｇ，μ，Ｌ，ρ，Ａ分别为转

轴单元的弹性模量、截面惯性矩、切变模量、泊松

比、转轴长度、转轴密度、转轴截面积；对圆盘Ｐｉ，

ｍｒｐｉ，Ｊｄｄｉ，Ｊｐｄｉ为圆盘质量、赤道转动惯量、极转动

惯量；Ｆｘｉ，Ｆｙｉ，Ｆｚｉ为 转 子 第ｉ个 节 点 所 受 力；

Ｍｘｉ，Ｍｙｉ，Ｍｚｉ为转子第ｉ个节点所受力矩。

３．１．１　刚性盘单元运动方程

设盘的 质 量 为ｍｐ，赤 道 转 动 惯 量 为Ｊｄｄ，极

转动惯量 为Ｊｐｄ，ω为 盘 的 转 动 角 速 度。利 用 拉

格朗日方程可得 刚 性 盘 相 对 固 定 坐 标 系 的 运 动

方程为

７９１２
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（Ｍｔｄ＋Ｍｒｄ）̈ｑｄ－ωＧｄｑｄ＝Ｑｄ （３４）
式中Ｑｄ 为广义 外 力 向 量；Ｍｔｄ和 Ｍｒｄ分 别 为 质 量

矩阵和质量惯性矩阵；Ｇｄ 为陀 螺 矩 阵；ｑｄ 为 广 义

位移向量，ｑｄ＝［Ｓｘ，Ｓｙ，Ｓｚ，θｘ，θｙ，θｚ］。其中

Ｍｔｄ＝

ｍｐ
０ ｍｐ 对

０ ０ ｍｐ 称

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０

，

Ｍｒｄ＝

０
０ ０ 对

０ ０ ０ 称

０ ０ ０ Ｊｐｄ
０ ０ ０ ０ Ｊｄｄ
０ ０ ０ ０ ０ Ｊ

熿

燀

燄

燅ｄｄ

，

Ｇｄ＝

０
０ ０ 反

０ ０ ０ 对

０ ０ ０ ０ 称

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｊｐｄ

熿

燀

燄

燅０
３．１．２　普通梁单元运动方程

设单元弹性模量为Ｅ，切变模量为Ｇ，泊松比

为μ，内径为ｄ，外径为Ｄ，长度为Ｌ，则
截面惯性矩Ｉ

Ｉ＝ π６４
（Ｄ４－ｄ４）

截面极惯性矩Ｊ

Ｊ＝２Ｉ＝ π３２
（Ｄ４－ｄ４）

剪切变形系数ｓ　　ｓ＝ １２ＥＩＧＡｓＬ２

横截面面积Ａ

Ａ＝ π４
（Ｄ２－ｄ２）

有效抗剪面积Ａｓ

Ａｓ＝ Ａ
１０
９
１＋１．６Ｄ×ｄＤ２＋ｄ（ ）２

或

Ａｓ＝ Ａ
７＋６μ
６（１＋μ）

１＋２０＋１２μ７＋６μ
Ｄ×ｄ
Ｄ２＋ｄ（ ）２［ ］

２

每个梁 单 元 具 有 两 个 节 点，１２个 自 由 度．每

个节点具有６个自由度，即ｘ，ｙ，ｚ方向及绕它们

的转角。由拉格朗日方程，可得梁单元相对于固

定坐标的运动方程

（Ｍｔｅ＋Ｍｒｅ）̈ｑｅ＋（－ωＧｅ）ｑｅ＋（Ｋｂｅ－Ｋａｅ）ｑｅ＝Ｑｅ
（３５）

式中Ｑｅ 为广义外力向量；Ｍｔｅ和Ｍｒｅ分别为质量矩阵

和质量惯性矩阵；Ｇｅ 为陀螺矩阵；Ｋｂｅ为单元弯曲和

剪切刚度矩阵；Ｋａｅ为单元拉伸刚度矩阵；ｑｅ 为广义

位移向量，由梁单元两个节点的广义位移组成，即

ｑｅ＝ ［Ｓ１ｘ，Ｓ１ｙ，Ｓ１ｚ，θ１ｘ，θ１ｙ，θ１ｚ，Ｓ２ｘ，

Ｓ２ｙ，Ｓ２ｚ，θ２ｘ，θ２ｙ，θ２ｚ］
其中

Ｍｔｅ＝ ρＬ
（１＋ｓ）２

×

Ｍｚ１
０ Ｍｔ１
０ ０ Ｍｔ１ 对

０ ０ ０ Ｍｚ２
０ ０ －Ｍｔ４ ０ Ｍｔ２ 称

０ Ｍｔ４ ０ ０ ０ Ｍｔ２
Ｍｚ３ ０ ０ ０ ０ ０ Ｍｚ１
０ Ｍｔ３ ０ ０ ０ Ｍｔ５ ０ Ｍｔ１
０ ０ Ｍｔ３ ０ －Ｍｔ５ ０ ０ ０ Ｍｔ１
０ ０ ０ Ｍｚ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｍｚ２
０ ０ Ｍｔ５ ０ Ｍｔ６ ０ ０ ０ Ｍｔ４ ０ Ｍｔ２
０ －Ｍｒ５ ０ ０ ０ Ｍｔ６ ０ －Ｍｔ４ ０ ０ ０ Ｍ

熿

燀

燄

燅ｔ２
（３６）

式 中Ｍｚ１＝１３
（１＋ｓ）２，Ｍｚ２＝ Ｊ３Ａ

（１＋ｓ）２，Ｍｚ３＝１６
（１＋ｓ）２，Ｍｚ４＝ Ｊ６Ａ

（１＋ｓ）２，Ｍｔ１＝１３１５＋
７
１０ｓ＋

１
３

２
ｓ，Ｍｔ２ ＝ １

１０５＋
１
６０ｓ＋

１
１２０（ ）２ｓ Ｌ２，Ｍｔ３ ＝ ９

７０＋
３
１０ｓ ＋

１
６

２
ｓ，Ｍｔ４ ＝ １１

２１０＋
１１
１２０ｓ＋

１
２４（ ）２ｓ Ｌ，

８９１２



　第９期 陈　果：含复杂滚动轴承建模的航空发动机整机振动耦合动力学模型

Ｍｔ５ ＝ １３
４２０＋

３
４０ｓ＋

１
２４（ ）２ｓ Ｌ，Ｍｔ６ ＝－ １

１４０＋
１
６０ｓ＋

１
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熿

燀

燄

燅ａ２

（４０）

式中Ｋａ１＝３６＋６０ｓ＋３０２ｓ，Ｋａ２＝４Ｌ２＋５Ｌ２ｓ＋
２．５Ｌ２ｓ；Ｋａ３＝－（Ｌ２＋５Ｌ２ｓ＋２．５Ｌ２ｓ）；Ｋａ４＝３Ｌ。

３．１．３　转子系统运动方程

将单元的运动方程进行组装，可得到 转 子 系

统运动方程，即
（Ｍｓ）̈ｑｓ＋（Ｃｓ－ωＧｓ）ｑｓ＋Ｋｓｑｓ＝Ｑｓ （４１）

式中ｑｓ，ｑｓ，̈ｑｓ 为广义位移、速度和加速度向量；Ｑｓ
为系统广义外力向量；Ｍｓ 为系统质量矩阵；Ｇｓ 为

系统陀螺矩阵；Ｋｓ 为系统刚度矩阵；Ｃｓ 为系统阻

尼矩阵。将Ｃｓ 假设为比例阻尼，即Ｃｓ＝α０Ｍｓ＋
α１Ｋｓ，其中α０，α１ 为常数，可由模态试验得到。

３．２　机匣模型

对于机匣，同 文 献［１２－１３］，将 机 匣 处 理 为 不

旋转的梁，与转子模型的处理方法相同。

３．３　支承模型

同文献［１２－１３］，同样可以定义了多种支承连

接方式，即：转子－机匣间的支承连接、转子间联轴

器连接、转子间中介轴承联结、机匣间螺栓连接以

及机匣安装节连接等。多种连接方式可以自由组

合从而形成复杂的转子－支承－机匣结构。在支承

结构的离散集总参数建模中，轴承力模型需要用

本文滚珠轴承和滚柱轴承力模型替代，轴承外圈

和轴承座不考虑其转动自由度，仅考虑其轴向振

动和径向振动，需要在支撑连接中增加轴向连接

刚度和阻尼。

３．４　模型求解

同文献［１２－１３］，采 用 Ｎｅｗｍａｒｋ－β法 和 翟 方

法［１９］相结合 的 方 法 对 微 分 方 程 组 进 行 求 解。其

中利用Ｎｅｗｍａｒｋ－β法 对 容 易 形 成 矩 阵 的 转 子 和

机匣有限元模型进行求解，利用翟方法对不需要

形成矩阵的支承连接部件进行求解。该方法的特

点是只需要组装单个转子或机匣部件的动力学矩

阵，而不需要形成整个系统庞大的矩阵，求解效率

很高。

４　模型验证

４．１　带机匣的航空发动机转子试验器动力学参数

针对带机匣的航空发动机转子试验 器，进 行

整机振动建模和模态试验验证，其中转子和机匣

的参数与文献［１３］相同，不相同的地方在于：①转

子机匣的有限元节点自由度增加为６个；②压气

机端的前支承为圆柱滚子轴承、涡轮端的后支承

为深沟球轴承。表１为６２０６深沟球轴承 详 细 参

数；表２为Ｎ２０６ＥＭ圆柱滚子轴承详细参数。

表１　深沟球轴承型号及参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｔｙｐｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ａｎｄ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｄｅｅｐ

ｇｒｏｏｖｅ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ

参数 数值及说明

型号 ６　２０６ＲＺ

内径／ｍｍ　 ３０

外径／ｍｍ　 ６２

滚动体个数 ９

球直径／ｍｍ　 ９．５

径向游隙／ｍｍ　 ０．１

弹性模量／１０１１Ｐａ　 ２．１

泊松比 ０．３

内圈沟曲率半径系数 ０．５２

外圈沟曲率半径系数 ０．５２

轴向力／Ｎ　 １　０００

００２２
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表２　圆柱滚子轴承型号及参数

Ｔａｂｌｅ　２　Ｔｙｐｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ａｎｄ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ

ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ　ｒｏｌｌｅｒ　ｂｅａｒｉｎｇ

参数 数值及说明

型号 Ｎ２０６ＥＭ

内径／ｍｍ　 ３０

外径／ｍｍ　 ６２

滚动体个数 １２

滚子长度／ｍｍ　 ７

滚子直径／ｍｍ　 ６

径向游隙／ｍｍ　 ０．０１

凸度量／ｍｍ　 ０．０２

切片数 １０

４．２　模态试验验证

为了验证整机振动模型的正确性，进 行 了 安

装条件下的试验器振动模态测试，在转子上选取

７个测点，试验示意图如图７所示，其中激振点安

装 南 京 航 空 航 天 大 学 振 动 工 程 研 究 所 研 制 的

ＨＥＶ－５００型高能电动式激振器，在点１～点７依

次布置７个Ｂ＆Ｋ　４５０８型ＩＣＰ（ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ　ｃｉｒｃｕｉｔ
ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ）加 速 度 传 感 器，其 中 测 点１，２，６，７
容易布置传感器，可以将塑料底座用５０２胶水黏

贴到测点，而测点３，４，５由于机匣的包容，测点需

要将机匣上的口盖打开，方能布置传感器．正弦激

励力通过安装在激振器顶杆和结构之间的阻抗头

测量，经过数据采集得到正弦激励力和振动加速

度响 应 信 号，从 而 得 到 频 响 函 数 矩 阵 中 的１列，
即：Ｈ１１（ｆ），Ｈ２１（ｆ），Ｈ３１（ｆ），Ｈ４１（ｆ），Ｈ５１（ｆ），

Ｈ６１（ｆ），Ｈ７１（ｆ）。测点布置图 分 别 如 图８、图９、
和图１０所示，图中ｆ表示频率。

图７　模态实验示意图

Ｆｉｇ．７　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｍｏｄａｌ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

与试验模态方法相同，利用本文计算模型，在
转子的对应节点进行正弦激励，在对应的转子测

点获取加速度响应。将模态试验数据和模态仿真

数据均输入到模态分析软件，即可计算得到的激

励点和测试点间的频率响应函数。

图８　测点布置图１

Ｆｉｇ．８　Ｌａｙ－ｏｕｔ　ｄｉａｇｒａｍ　ｔｅｓｔ　ｐｏｉｎｔ　１

图９　测点布置图２

Ｆｉｇ．９　Ｌａｙ－ｏｕｔ　ｄｉａｇｒａｍ　ｔｅｓｔ　ｐｏｉｎｔ　２

图１０　测点布置图３

Ｆｉｇ．１０　Ｌａｙ－ｏｕｔ　ｄｉａｇｒａｍ　ｐｏｉｎｔ　３

在本文模型仿真计算中，Ｎｅｗｍａｒｋ－β和翟方

法中的参数均为α＝０．２５，β＝０．５，通过数值仿真

试验，得到了保证数值仿真计算稳定性的积分步

长为１０－５。系统响应初始值均设为０。
图１１、图１２和 图１３分 别 为 频 率 响 应 函 数

（ＦＲＦ）Ｈ１１（ｆ），Ｈ５１（ｆ），Ｈ７１（ｆ）的计算结果和试

验结果的比较，同 时，在 图１１、图１２和 图１３中，
也将本文文结果与文献［１３］的结果进行了比较。
图１４和图１５为前３阶模态振型的计算结果和试

验结果的比较。
从模态分析的结果可以看出，前３阶 的 仿 真

和试验模态非常接近，第１阶为转子俯仰，固有频

率ｆｎ 为４３．４Ｈｚ（试 验 结 果）、４４．９Ｈｚ（仿 真 结

果）；第２阶为转子平移，固有频率为４６．５Ｈｚ（试

验结果）、４８．１Ｈｚ（仿真结果）；第３阶为转子弯屈，

１０２２
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图１１　幅频响应函数比较（测点１）

Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ＦＲＦｓ（ｔｅｓｔ　ｐｏｉｎｔｓ　１）

图１２　幅频响应函数比较（测点５）

Ｆｉｇ．１２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ＦＲＦｓ（ｔｅｓｔ　ｐｏｉｎｔｓ　５）

图１３　幅频响应函数比较（测点７）

Ｆｉｇ．１３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ＦＲＦｓ（ｔｅｓｔ　ｐｏｉｎｔｓ　７）

图１４　前３阶振型（试验结果）

Ｆｉｇ．１４　Ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　３ｏｒｄｅｒｓ　ｍｏｄａｌ　ｓｈａｐｅｓ
（ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ　ｒｅｓｕｌｔｓ）

图１５　前３阶振型（仿真结果）

Ｆｉｇ．１５　Ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　３ｏｒｄｅｒｓ　ｍｏｄａｌ　ｓｈａｐｅｓ
（ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ）

固有频率为１１３．０Ｈｚ（试验结果）、１１４．０Ｈｚ（仿

真结果）。显然，试验结果和仿真结果达到了很好

的一致性。充分验证了本文建立的滚珠球轴承模

型和圆柱滚子模型是正确有效的，轴承刚度的计

算结果是合理的。
在与文献［１３］的比较中，可以看出，两种方法

对航空发动机转子试验器的振动模态计算结果均

与试验结果表现了很好的一致性，这也间接表明

２０２２
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了本文建模方法的正确性，然而，本文方法比文献

［１３］更为完善，具体表现在：文献［１３］的方法具有

如下缺陷：①滚动轴承为２自由度模型，即滚动轴

承动力学模型仅仅考虑了ｘＯｙ平面的运动，即为

２自由度模型。②不区分滚珠轴承和滚子轴承建

模；③转子和机匣的有限元梁单元节点的自由度

数为４个。本文方法的高进表现在：①滚动轴承

考虑为５自由度模型，包括ｘ，ｙ，ｚ方向平动及绕

ｙ和ｚ方向转 动 的５个 自 由 度，是 最 完 善 和 复 杂

的模型；②区分滚珠轴承和滚子轴承建模，即两种

轴承的轴承力计算方法不相同；③转子和机匣的

有限元梁单元节点的自由度数为６个。因此本文

方法具有更强的仿真能力，比如，本文考虑复杂滚

动轴承建模的航空发动机整机振动模型还可以研

究由于转子和轴承故障所引发的转子轴向振动、
弯扭耦合振动等问题，限于篇幅，这些工作将在以

后的研究中开展。

５　结　论

１）考虑了 实 际 航 空 发 动 机 的 支 承 系 统 上 采

用滚珠轴承和滚子轴承配合使用的设计特点，建

立了球轴承和圆柱滚子轴承的详细模型。首先，
建立了５自由 度 球 轴 承 动 力 学 模 型，推 导 了 在５
自由度复杂变形下的轴承力和力矩表达式；然后，
针对圆柱滚子轴承，利用“切片法”，推导了考虑轴

承径向变形、圆柱转子凸度、轴承间隙以及轴承倾

斜引起的角向变形等复杂因素作用下的圆柱滚子

轴承的作用力；

２）在文献［１２－１３］研究的航空发动机整机振

动模型基础上，进一步增加了转子和机匣的轴向

振动和扭转振动自由度，将有限元节点自由度从

４个扩展为６个。并 在 此 基 础 上，在 支 承 建 模 中

引入复杂的球轴承和圆柱滚子轴承模型，改进了

现有航空发动机整机振动模型。

３）利用带机匣的航空发动机转子试验器，建
立了考虑复杂滚动轴承建模的整机振动模型，通

过数值仿真 分 析 得 到 了 试 验 器 的 前３阶 计 算 模

态，同时，利用模态试验得到了试验器的前３阶模

态，仿真与试验的比较结果验证了本文考虑复杂

滚动轴承建模的航空发动机整机振动模型的正确

有效性。

参考文献：
［１］　ＭＥＶＥＬ　Ｂ，ＧＵＹＡＤＥＲ　Ｊ　Ｌ．Ｒｏｕｔｅｓ　ｔｏ　ｃｈａｏｓ　ｉｎ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒ－

ｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｏｕｎｄ　ａｎｄ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９３，１６２（３）：

４７１－４８７．
［２］　ＴＩＷＡＲＩ　Ｍ，ＧＵＰＴＡ　Ｋ．Ｄｙｎａｍｉｃ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｆ　ａｎ　ｕｎｂａｌ－

ａｎｃｅｄ　ｒｏｔｏｒ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｏｎ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ

Ｓｏｕｎｄ　ａｎｄ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２０００，２３８（５）：７５７－７７９．

［３］　ＨＡＲＳＨＡ　Ｓ　Ｐ，ＳＡＮＤＥＥＰ　Ｋ，ＰＲＡＫＡＳＨ　Ｒ．Ｔｈｅ　ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ

ｓｐｅｅｄ　ｏｆ　ｂａｌａｎｃｅｄ　ｒｏｔｏｒ　ｏｎ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ　ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

ｗｉｔｈ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ

Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，２００３，４５（４）：７２５－７４０．
［４］　ＨＡＲＳＨＡ　Ｓ　Ｐ，ＫＡＮＫＡＲ　Ｐ　Ｋ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ａ　ｒｏ－

ｔｏｒ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｓｙｓｔｅｍ　ｄｕｅ　ｔｏ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｗａｖｉｎｅｓｓ　ａｎｄ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ

ｂａｌｌｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，

２００４，４６（７）：１０５７－１０８１．
［５］　ＬＩＯＵＬＩＯＳ　Ａ　Ｎ，ＡＮＴＯＮＩＡＤＩＳ　Ｉ　Ａ．Ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ

ｓｐｅｅｄ　ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ　ｒｏｌｌｉｎｇ　ｅｌｅ－

ｍｅｎｔ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｗｉｔｈ　ｒａｄｉａｌ　ｃｌｅａｒａｎｃｅ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒ－

ｎａｌ　ｏｆ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，２００６，４８（８）：８０９－８２９．

［６］　ＣＨＥＮ　Ｇ，ＬＩ　Ｃ　Ｇ，ＷＡＮＧ　Ｄ　Ｙ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙ－

ｓｉｓ　ａｎｄ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ　ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ－ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ－ｓｕｐ－

ｐｏｒｔ－ｓｔａｔｏｒ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｓｙｓｔｅｍ　ｆｏｒ　ａｅｒｏｅｎｇｉｎｅ　ｗｉｔｈ　ｒｕｂｂｉｎｇ

ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｆａｕｌｔｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　ｆｏｒ　Ｇａｓ　Ｔｕｒ－

ｂｉｎｅｓ　ａｎｄ　Ｐｏｗｅｒ，２０１０，１３２（６）：０２２５０１．１－０２２５０１．９．

［７］　ＣＨＥＮ　Ｇ．Ｓｔｕｄｙ　ｏｎ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｆ　ａｎ　ｕｎ－

ｂａｌａｎｃｅｄ　ｒｏｔｏｒ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｏｎ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｖｉ－

ｂｒａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ａｃｏｕｓｔｉｃｓ，２００９，１３１（６）：０６１００１．１－０６１００１．９．
［８］　ＤＥ　ＭＵＬ　Ｊ　Ｍ，ＶＲＥＥ　Ｊ　Ｍ，ＭＡＡＳ　Ｄ　Ａ．Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ａｎｄ

ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ　ｌｏａｄ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｉｎ　ｂａｌｌ　ａｎｄ　ｒｏｌｌｅｒ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｌｏａｄ－

ｅｄ　ｉｎ　ｆｉｖｅ　ｄｅｇｒｅｅｓ　ｏｆ　ｆｒｅｅｄｏｍ　ｗｈｉｌｅ　ｎｅｇｌｅｃｔｉｎｇ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ：Ｐａｒｔ

Ⅰｇｅｎｅｒａｌ　ｔｈｅｏｒｙ　ａｎｄ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｔｏ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒ－

ｎａｌ　ｏｆ　Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９８９，１１１（１）：１４２－１４８．
［９］　ＬＩＥＷ　Ａ，ＦＥＮＧ　Ｎ，ＨＡＨＮ　Ｅ　Ｊ．Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｒｏｔｏｒｄｙｎａｍｉｃ

ｍｏｄｅｌｉｎｇ　ｏｆ　ｒｏｌｌｉｎｇ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　ｆｏｒ　Ｇａｓ　Ｔｕｒｂｉｎｅｓ　ａｎｄ　Ｐｏｗｅｒ，２００２，１２４（４）：

９８４－９９１．
［１０］　ＪＡＮＧ　Ｇ　Ｈ，ＪＥＯＮＧ　Ｓ　Ｗ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ

ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｗａｖｉｎｅｓｓ　ｉｎ　ａ　ｒｉｇｉｄ　ｒｏｔｏｒ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｂｙ　ｔｗｏ　ｏｒ

ｍｏｒｅ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｆｉｖｅ　ｄｅｇｒｅｅｓ　ｏｆ　ｆｒｅｅｄｏｍ［Ｊ］．

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２００２，１２４（１）：８２－９０．

［１１］　ＢＡＩ　Ｃｈａｎｇｑｉｎｇ，ＸＵ　Ｑｉｎｇｙｕ．Ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒ－

ｉｎｇｓ　ｗｉｔｈ　ｉｎｔｅｒｎａｌ　ｃｌｅａｒａｎｃｅ　ａｎｄ　ｗａｖｉｎｅｓｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ

Ｓｏｕｎｄ　ａｎｄ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００６，２９４（１／２）：２３－４８．

［１２］　陈果．航空 发 动 机 整 机 振 动 耦 合 动 力 学 新 模 型 及 其 验 证

［Ｊ］．航空动力学报，２０１２，２７（２）：２４１－２５４．

ＣＨＥＮ　Ｇｕｏ．Ａ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｆｏｒ　ｗｈｏｌｅ　ａｅｒｏ－ｅｎ－

ｇｉｎｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｅｒｏｓｐａｃｅ

Ｐｏｗｅｒ，２０１２，２７（２）：２４２－２５４．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１３］　ＣＨＥＮ　Ｇ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌｉｎｇ　ａｎｄ　ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｗｈｏｌｅ

ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｏｕｎｄ　ａｎｄ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２０１５，３４９

（４）：１６３－１７６．
［１４］　邓四二，贺凤祥，杨海生，等．航空发动机双转子－滚 动 轴 承

耦合系统 的 动 力 特 性 分 析［Ｊ］．航 空 动 力 学 报，２０１０，２５
（１）：１－１０．

ＤＥＮＧ　Ｓｉｅｒ，ＨＥ　Ｆｅｎｇｘｉａｎｇ，ＹＨＡＮＧ　Ｈａｉｓｈｅｎｇ，ｅｔ　ａｌ．Ａ－

ｎａｌｙｓｉｓ　ｏｎ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ａ　ｄｕａｌ　ｒｏｔｏｒ－ｒｏｌｌｉｎｇ

３０２２



航　空　动　力　学　报 第３２卷

ｂｅａｒｉｎｇ　ｃｏｕｐｌ　ｉｎｇ　ｓｙｓｔｅｍ　ｆｏｒ　ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ

Ａｅｒｏｓｐａｃｅ　Ｐｏｗｅｒ，２０１０，２５（１）：１－１０．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１５］　邓四二，付金辉，王燕霜，等．航空发动机滚动轴承－双转子系

统动态特性分析［Ｊ］．航空动力学报，２０１３，２８（１）：１９５－２０４．

ＤＥＮＧ　Ｓｉｅｒ，ＦＵ　Ｊｉｎｈｕｉ，ＷＡＮＧ　Ｙａｎｓｈｕａｎ，ｅｔ　ａｌ．ａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｎ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｏｆ　ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ　ｒｏｌｌｉｎｇ　ｂｅａｒｉｎｇ／

ｄｕａｌ－ｒｏｔｏｒ　ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｅｒｏｓｐａｃｅ　Ｐｏｗｅｒ，２０１３，

２８（１）１９５－２０４．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１６］　ＨＡＲＲＩＳ　Ｔ　Ａ，ＫＯＴＺＡＬＡＳ　Ｍ　Ｎ．滚 动 轴 承 分 析：第１卷

轴承技术的基本概念［Ｍ］．５版．罗 继 伟，马 伟，杨 咸 启，等

译．北京：机械工业出版社，２０１５．
［１７］　ＨＡＲＲＩＳ　Ｔ　Ａ，ＫＯＴＺＡＬＡＳ　Ｍ　Ｎ．滚 动 轴 承 分 析：第２卷

轴承技术的高等概念［Ｍ］．５版．罗 继 伟，马 伟，杨 咸 启，等

译．北京：机械工业出版社，２０１５．
［１８］　王美令．不对中转子系统的动力学机理及其振动特性研究

［Ｄ］．沈阳：东北大学，２０１３．

ＷＡＮＧ　Ｍｅｉｌｉｎｇ．Ｓｔｕｄｙ　ｏｎ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　ａｎｄ　ｖｉｂｒａ－

ｔｉｏｎ　ｃｈａｒａｔｅｒｉｃｓ　ｏｆ　ｍｉｓａｌｌｉｇｎｍｅｎｔ　ｒｏｔｏｒｓ［Ｄ］．Ｓｈｅｎｙａｎｇ：

Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１３．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１９］　ＺＨＡＩ　Ｗ　Ｍ．Ｔｗｏ　ｓｉｍｐｌｅ　ｆａｓｔ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｆｏｒ

ｌａｒｇｅ－ｓｃａｌｅ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｉｎ　ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａ－

ｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

１９９６，３９（２４）：４１９９－４２１４．

（编辑：王碧珺）

４０２２


