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小样本数据的支持向量机回归模型参数及预测区间研究
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摘要 : 支持向量机是由统计学习理论发展起来的机器学习算法 ,它从结构风险最小化的角度保证了模型的最

大泛化能力。文中运用支持向量机进行小样本数据回归分析研究。首先利用推广性的界理论指导支持向量机回

归模型参数的选取 ,以保证模型具有最大的推广能力 ;其次 ,运用基于正态分布和基于 t 分布的两种区间预测方法

进行了预测值的区间估计 ;最后 ,利用模拟序列和真实的航空发动机油样光谱分析数据作为实验数据 ,建立了支持

向量机回归分析模型 ,并与最小二乘法进行了比较。结果表明 ,所提出的支持向量机模型参数选取和区间估计方

法适用于小样本数据的回归分析 ,具有较高的预测精度。
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Abstract : Support vector machine is a new machine learning method based on statistic learning theory (SLT) , it can assure

the most generalization on the foundation of structural risk minimization. The small sample data modeled with support vector regres2
sion (SVR) is described. Firstly , model parameters are chosen according to the bound theory of generalization performance in or2
der to assure the most generalization of regression model ; then , the two forecasting interval methods are applied , one is based on

normal distribution , the other is based on t distribution ; in the end , the SVR model is established by using simulated data and true

aero - engine spectrometric oil analysis data , and it is compared with least square method. The result indicated that the parameter

selection and interval estimation method of SVR regression model has high accuracy to regression analysis of small sample data.
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　　统计学习理论 ( Statistic Learning Theory : SLT) [1 ]

是一种专门研究小样本情况下机器学习规律的基本

理论和数学构架 ,也是小样本统计估计和预测学习

的最佳理论。它较好地解决了小样本、非线性、高维

数和局部极小点等实际问题。由 Vapnik[1 ] 提出的基

于结构风险最小的学习机器 ———支持向量机 (Sup2
port Vector Machine :SVM) ,从理论上保证了模型的最

大泛化能力 ,因此基于支持向量机的回归分析和函

数拟合与最小二乘法、神经网络、灰色模型等模型相

比 ,往往具有更高的预测精度和预测效果[2～4 ] 。

统计学习理论尽管从理论上得到了统计学习方

法推广性的界的结论 ,但是推广性的界是对于最坏

情况的结论 ,所给出的界在很多情况下是很松的 ,尤

其当 VC维比较高时更是如此。而且推广的界由于

函数 VC维的计算非常困难而无法实施 ,同时 ,支持

向量机回归模型的参数 ,如核函数及其相关参数、惩

罚因子 C 及损失函数ε等对模型的推广性具有很

大影响。而实际的数据经常出现数据量少 (20 个以



下) 、非等间隔、明显的非线性等特征 ,显然 ,支持向

量机回归模型运用于实际问题求解 ,尚存在模型参

数选取和预测置信区间的求取等问题。因此 ,运用

支持向量机进行小样本数据的回归分析和函数拟

合 ,需要首先解决模型的泛化能力问题 ,即选取模型

参数以保证最大的推广性 ,然后在此基础上 ,建立小

样本数据的置信区间计算模型 ,获取预测点的置信

区间。目前的相关研究[2～4 ]并未很好解决此问题。

本文利用支持向量机对小样本数据建立回归模

型 ,首先利用统计学习理论的推广性的界 ,进行回归

模型参数的选取 ,然后 ,在此基础上 ,构造模型预测

点置信区间的计算公式求取预测点的置信区间。从

而完善支持向量机的回归分析理论。

1 　支持向量机回归模型

支持向量回归[5～7 ]的基本思想是通过一个非线

性映射将数据映射到高维特征空间 ,并在这个空间

进行线性回归。此模型是在分类模型的基础上引进

一个修正距离的损失函数 ,常用的损失函数有二次

函数、Huber 函数、Laplace 函数和ε损失函数 ,其中ε

损失函数可以确保对偶变量的稀疏性 ,同时确保全

局最小解的存在和可靠泛化界的优化。因为这些较

好的性质而得到广泛的应用。对于给定的训练样本
( xi , yi ) , xi ∈R

d
, yi ∈R , i = 1 , ⋯, n ,回归的目标就

是求下列回归函数 :其中 < w·x > 为 w 和 x 的内积

f ( x) = < w·x > + b (1)

求解以下优化问题 :

min
1
2

< w ·w > + C ∑
n

i = 1

(ξi +ξ3
i ) (2)

　　s. t 　　yi - < w·xi > + b ≤ε+ξi ;

　　　　　 < w·xi > - yi + b ≤ε+ξ3
i

其中 , C 是预先给定的 ,用于控制模型复杂度和逼近

误差的折中 , C 越大则对数据的拟合程度越高。ε

用于控制回归逼近误差管道的大小 ,从而控制支持

向量的个数和泛化能力 ,其值越大 ,则支持向量越

少 ,但精度会越低。将上述优化问题转化为其相应

的对偶问题 ,同时引进核方法则转化为求解如下约

束问题的最大值 ,解得αi ,α3
i

Q = (α,α3 ) = ∑
n

i = 1
yi (αi - α3

i ) - ε∑
n

i = 1

(αi +α3
i ) -

1
2 ∑

n

i = 1 , j = 1

(αi - α3
i ) (αj - α3

j ) K( xi , xj ) (3)

s. t 　∑
n

i = 1

(αi - α3
i ) = 0 , 0 ≤αi ≤C , i = 1 ,2 , ⋯, n ,

0 ≤α3
i ≤ C , 　i = 1 ,2 , ⋯, n

出于稳定性考虑 , b 的求解采用支持向量的平均值 ,

其中 , δk =ε·sign (αk - α3
k )

b = average k {δk + yk - ∑
i

(αi - α3
i ) ·K( xi - xk ) }

(4)

这样就得到目标的回归方程 :

f ( x) = ∑
n

i = 1

(αi - α3
i ) K( x , xi ) + b (5)

2 　支持向量机回归模型参数选取

推广性的界[7 ] ,是统计学习理论中关于经验风

险和实际风险之间关系的重要结论 ,它分析了学习

算法的性能。

由统计学习理论可知 ,在经验风险最小化原则

下学习机器的实际风险的组成为经验风险和置信范

围 ,其中置信范围不但受置信水平的 1 - η的影响 ,

还受VC维 h 和训练样本数 l 的影响 ,并且随着它的

增加而单调减少。将其用公式表示如下 :

R ( w) ≤Remp ( w) +Φ( lΠh) (6)

由上可知 :当 lΠh 较小时 ,置信范围Φ较大 ,用

经验风险近似实际风险就会有较大的误差 ,用经验

风险最小化取得的最优界可能就具有较差的推广

性 ;若 lΠh 较大 ,则置信范围就会很小 ,此时经验风

险最小化的最优解就接近实际的最优解。另一方

面 ,对一特定问题 ,样本数 l 固定 ,此时 ,VC 维越高 ,

则置信范围越大 ,导致真实风险和经验风险之间的

可能的差就越大 ,因此我们在选择模型时 ,不但要使

经验风险最小化 ,还有使 VC 维尽量的小 ,从而缩小

置信范围 ,使期望风险最小。

由此可见 ,对于支持向量机的回归模型 ,为了使

模型有效 ,必须要具有一定的推广能力 ,然而 ,由于

式 (6)中的置信范围Φ( lΠh) 计算非常困难 ,使得无

法为在给定的模型参数下 ,准确确定模型的泛化能

力 ,但是它却为模型参数的选取提供了重要思路 ,根

据模型推广性的界 ,对于样本数目极小 (通常小于

20)的数据回归分析 ,支持向量机回归模型的参数选

取应该遵循以下原则 :

(1)为了避免 lΠh 过小 ,多项式核函数的多项式

次数过高将使模型变得复杂 ,虽然对已有数据能很

好拟合 ,但是不具有推广能力 ,显然模型无效 ,通常

确定其取值范围为 1～2。

(2)损失函数的参数ε通过控制回归逼近误差
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管道的大小 ,从而达到控制支持向量的个数和泛化

能力的目的 ,其值越大 ,精度越低 ,则支持向量越少。

为了在拟合精度和泛化能力之间平衡 ,ε的取值范

围一般为 (0. 000 1～0. 01) 。

(3)惩罚因子 C 用于控制模型复杂度和逼近误

差的折中 , C 越大 ,模型越复杂 ,则对数据的拟合程

度越高。因此 ,为了控制模型复杂程度 ,通常 C 应

取值偏小 ,但是为了使模型的经验误差不要过大 , C

的取值又不能太小 ,通常确定其范围为 (1～1 000) 。

总之 ,要构造有效的支持向量机回归模型 ,不仅

要使模型对已有数据达到很好的拟合 ,同时再使模

型具有很好的推广能力。上述规则可以作为小样本

数据下建立支持向量回归模型的基本原则。

3 　支持向量机预测点置信区间计算

建立了有效的支持向量机回归模型后 ,对未知

点进行预测 ,不能仅仅满足于预测点的取值 ,更重要

的是要能够给出预测点在某一置信度下的置信区

间。然而 ,不像经典的最小二乘法 ,支持向量机回归

模型未能给出在对应预测模型参数下的置信区间计

算公式。由于在建立了有效的回归模型后 ,对预测

点的预测区间估计可以采用独立于模型之外的主元

法。因此 ,本文基于主元法 ,引入基于正态分布和基

于 t 分布的两种预测区间估计法。置信区间的主元

法[8 ]的基本思想是 :

(1)寻找一个样本的函数 Z = Z (ξ1 , ⋯,ξn ;θ) ,

此函数只含有待估参数θ,而不含其它参数 ,并且 Z

的分布已知且不依赖参数θ。

(2)对给定的置信系数 1 - α,定出常数λ1 、λ2 ,

使得 :

P (λ1 ≤Z ≤λ2 ) = 1 - α

(3)从不等式λ1 ≤Z (ξ1 , ⋯,ξn ;θ) ≤λ2 中解得

θ̂1 ≤θ≤̂θ2 ,即为θ的置信系数为 1 - α的置信区间。

3. 1 　基于正态分布的预测区间求解

对于任意的真实值 y 和预测值 ŷ 之间存在关系

为 y = ŷ + e , e 为误差 ,不妨假设 e～N (0 ,σ2 ) ,于是

y0～N ( ŷ ,σ2 ) ,则有 : 　
y0 - ŷ0

σ ～N (0 ,1) 。

根据置信区间的主元法

Z =
y0 - ŷ0

σ ～N (0 ,1) (7)

则可求得置信度为 95 %即α= 0. 5 的预测区间为 :

[ ŷ0 - 1196σ, ŷ0 + 1196σ]

3. 2 　基于 t 分布的预测区间求解

定理 1 :

设 y～ N ( u ,δ2 ) , y1 , ⋯, yn 为 y 的样本 , ŷ～

N ( û ,δ̂2 ) , ŷ1 , ⋯, ŷ n 为 ŷ 的样本 ,且两个样本相互

独立 ,样本方差 :

S
2
1 =

1
n1 ∑

n
1

i = 1

( y - y) 2 , 　S
2
2 =

1
n2 ∑

n
2

i = 1

( ŷ - ŷ) 2

　样本均值 :

　y =
1
n ∑

n

i = 1
yi , 　　ŷ =

1
n ∑

n

i = 1
ŷ i

则 :

n1 n2 ( n1 + n2 - 2)
n1 + n2

·
(y - ŷ) - ( u - û)

n1 S
2
1 + n2 S

2
2

～t ( n1 + n2 - 2) (8)

根据区间估计的主元法 :

a. 令主元

Z =
n1 n2 ( n1 + n2 - 2)

n1 + n2
·

( y - ŷ) - ( u - u)

n1 S
2
1 + n2 S

2
2

b.对给定的置信系数 1 - α,定出常数λ,使得它满

足 : P (| Z| <λ) = 1 - α,查 t 分布表可得 :

λ= tαΠ2 ( n1 + n2 - 2)

c. 解不等式| Z| < tαΠ2 ( n1 + n2 - 2) ,则可以得到相应

参数的区间估计。

由训练样本集 T = { ( x1 , y1 ) , ⋯, ( xn , yn ) }所得

到的模型的预测样本集为 F = { ( x1 , ŷ1 ) , ⋯, ( xn ,

ŷ n) } ,令 e1 = yi - ŷ 则得到了误差集 E = { e1 , ⋯,

en } ,不妨假设误差总体 e～N (0 ,σ2) ,则有 E 为 e 的样

本 ,同时令 en + 1 = yn + 1 - ŷn + 1为单点预测的误差 ,来自

误差总体 ,且与 E 中元素相互独立 ,则由定理 1 可知 :

η=
n - 1
n + 1

·
en + 1 - e

S
～ t ( n - 1) (9)

其中 : 　e =
1
n ∑

n

i = 1
ei , 　S

2
=

1
n ∑

n

i = 1

( ei - e) 2

取α= 0. 05 ,则求解 P ( | η| ≤λ) = 1 - α,得 | η| ≤

tαΠ2 ( n - 1)则有 :

e - tαΠ2 (n - 1) S
n +1
n - 1

≤en +1 ≤e + tαΠ2 (n - 1) S
n +1
n - 1

又因为 en + 1 = yn + 1 - ŷ n + 1 ,则可得 yn + 1 的预测

区间为 :

ŷn +1 +e - tαΠ2 (n - 1)S
n +1
n - 1

, ŷn +1 + e + tαΠ2 (n - 1)S
n +1
n - 1

(10)

3. 3 　两种预测区间估计方法的比较

下面用一算例对上述两种预测区间估计方法进
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行比较。设函数原型为 y = 20 x + 1 ,由于真实数据

存在着噪声 ,因此利用函数 y = 20 x + 1 +ξ产生点

数为 10、20、30、40 的序列 , x ∈[0 ,1 ] ,ξ～N (0 , 1) 。

利用支持向量机回归算法对其进行拟合 ,运用

上述基于正态分布和基于 t 分布的置信区间计算方

法 ,分别求得 x = 0. 5 时在置信度为 95 %下的预测

区间宽度 ,同时利用一元线性最小二乘法求出 x =

0. 5 时在置信度为 95 %下的预测区间宽度。其比较

结果如表 1 所示。

从表 1 中可以看出 ,样本点很少时 ,基于正态分

布的预测区间宽度比基于 t 分布的小 ,随着样本点

数的增加 ,预测区间的宽度均在不断的变窄 ,同时 ,基

于正态分布的置信区间宽度、基于 t 分布的置信区间

宽度与最小二乘算法的预测区间宽度不断逼近。

事实上 ,在实际应用中 ,由于样本数目有限 ,因

此σ的估计值与真实值会有偏差 ,特别是对小样本

偏差会较大 ,则此时基于正态分布所求解预测区间

将产生较大误差 ,然而对基于 t 分布的预测区间由

于不依赖样本的σ估计 ,从其求解结果应该更为准

确 ,随着样本数量的增加 ,样本的σ估计将趋于准

确 ,因此基于正态分布和基于 t 分布的预测区间预

测结果应该接近。由此可见 ,本文提出的基于 t 分

布的预测区间估计方法更为可靠。
表 1 　预测区间宽度比较

样本点数
正 态 分 布
95 % 预 测
区间宽度

t 分布 95 %
预 测 区 间
宽度

最小二乘法 t 分
布 95 %预测区间
宽度

10 2. 368 7 2. 812 4 3. 009 8

20 1. 885 1 2. 053 4 2. 103 3

30 1. 916 1 2. 028 5 2. 028 5

40 1. 632 1. 703 2 1. 701 5

4 　应用实例

为了验证本文的方法有效性 ,选取某航空发动

机的光谱油样分析数据作为算例 ,航空发动机油样

光谱分析可以实现对发动机的磨损故障的早期预

测 ,而在实际使用中 ,光谱数据具有不等间隔性、数

据极少 (20 个以内) 、明显的非线性等特征。因此采

用支持向量机进行光谱数据的回归分析具有较大优

势。光谱分析所采用的仪器为美国 Bird 公司的原

子发射光谱仪。

4. 1 　支持向量机与最小二乘法的回归效果比较

选取某型飞机发动机油样中的 Zn 和 Fe 元素含

量数据作为样本数据 ,该数据具有采样时间间隔长

且非等间隔 ,数据点少的特点 ,根据支持向量机的模

型选择原则 ,应该采用尽量简单的模型以降低模型

的复杂性提高模型的泛化能力 ,从而使得模型有效。

本文的支持向量机回归模型选取了多项式次数为一

次的多项式核函数 ,并与基于最小二乘法原理的一

元线性回归模型[10 ]进行比较 ,从图 1、图 2、图 3 和图

4 中不难看出支持向量回归用于小样本数据回归分

析的优越性。

图 1 　一元线性回归对发动机油样中 Zn 元素的预测

图 2 　支持向量回归对发动机油样中 Zn 元素的预测

图 3 　一元线性回归对发动机油样中 Fe 元素的预测

图 4 　支持向量回归对发动机油样中 Fe 元素的预测

59第 29 卷 　第 1 期 陈 　果等 :小样本数据的支持向量机回归模型参数及预测区间研究



4. 2 　预测点置信区间的比较

将数据中发动机运行到 78 小时的点去掉 ,利用

剩余的数据建立回归模型 ,并对 78 小时的数据点进

行内插预测 ,用本文方法求得其 95 %置信区间 ,并

与最小二乘法进行比较。发动机运行时间在 78 小

时时 ,测得的 Zn、Fe 含量的真实值分别为 : Zn =

3. 56 ×10
- 6

,Fe = 7. 1 ×10
- 6 。预测区间如表 2 所示。

从表 2 中可以看出 ,最小二乘法的预测区间最

宽 ,因此精度最低 ,而利用支持向量机回归算法后采

用正态分布法计算得到的置信区间 ,虽然预测区间

窄 ,但由于此方法在数据点极少时对方差估计存在

较大误差 ,因此 SVM的 t 分布预测区间计算方法更

为可靠。

将数据中发动机运行到 273 小时的点去掉 ,利

用剩余的数据建模 ,对 273 小时的点进行外推预测 ,

并求得其 95 %预测区间。发动机运行到 273 h 时 ,

Zn、Fe 含量的真实值分别为 : Zn = 5. 67 ×10 - 6 ,Fe =

13. 38 ×10
- 6 。预测区间如表 3 所示。

从表 3 中 ,可以看出 ,预测点的值均在三个预测

区间内 ,最小二乘法的预测区间最宽 ,说明了其模型

的误差较大 ,预测精度较 SVM 低 ,同样 ,尽管 SVM

的正态分布假设下的置信区间最小 ,但是对于小样

本 ,其可靠性低于 SVM的基于 t 分布的置信区间计

算结果。
表 2 　元素含量在发动机运行 78 小时时的内插点预测区间 ×10 - 6 　

元素 SVM的正态预测区间 SVM的 t 分布预测区间 最小二乘预测区间

Zn [2. 473 8 , 　4. 861 7 ] [1. 822 6 , 　5. 528 ] [1. 205 , 　5. 987 7 ]

Fe [5. 755 2 , 　9. 692 7 ] [4. 651 8 , 　10. 761 8 ] [4. 211 7 , 　10. 646 7 ]

表 3 　元素含量在发动机运行 273 小时时的外推点预测区间 ×10 - 6 　

元素 SVM的正态预测区间 SVM的 t 分布预测区间 最小二乘预测区间

Zn [4. 378 6 , 　6. 755 3 ] [3. 718 4 , 　7. 406 5 ] [2. 061 7 , 　11. 734 7 ]

Fe [13. 194 2 , 　15. 834 3 ] [12. 454 9 , 　16. 551 6 ] [11. 342 7 , 　21. 256 5 ]

5 　结　论

(1)运用支持向量机进行小样本数据的回归分

析 ,根据统计学习理论的推广性的界 ,提出支持向量

机的小样本数据回归模型参数选取原则和取值范

围。

(2)针对支持向量机的回归模型预测区间计算

困难的问题 ,采用两种基于主元法的预测区间计算

方法 ,即基于正态分布和基于 t 分布的预测区间计

算方法 ,通过对模拟数据计算结果表明 ,二者在样本

数据大时趋于一致 ,在样本数据较少时 ,基于正态分

布的计算方法的可靠性较低 ;

(3)针对航空发动机油样光谱数据的非等间隔

性、严重非线性及数据量少等特征 ,运用支持向量机

建立了回归分析模型 ,采用本文的模型参数选取方

法和置信区间估计方法对数据进行了回归分析 ,并

与最小二乘法进行了比较 ,结果充分表明了支持向

量机运用于航空发动机油样光谱数据建模的优势和

有效性。
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