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　　摘 　要 : 建立了滚动轴承支承下的转子系统的不平衡 2碰摩 2基础松动耦合故障动力学模型。充分考虑了滚动轴

承的间隙、非线性赫兹接触力以及由变柔性 VC (Varying comp liance)振动 ,综合考虑了转子不平衡、转静碰摩以及基础松

动故障的耦合振动。运用数值积分方法分析了转子旋转速度、滚动轴承间隙、碰摩刚度、转子偏心量及轴承座质量对系统

动力响应的影响 ,并运用分叉图、相平面图、频谱图以及 Poincaré映射研究了系统分叉与混沌特征 ,发现了含不平衡、碰摩

及基础松动耦合故障的转子 2滚动轴承系统的非线性动力响应规律。
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中图分类号 : O322; TH113. 1　　　文献标识码 : A

　　目前 ,在转子动力学的研究中 ,充分考虑了轴承的

影响因素 ,逐渐形成了转子 - 轴承动力学研究方向 ,其

研究工作主要表现为两方面 ,一方面 ,针对滑动轴承 ,

进行了非线性油膜力下转子不平衡、裂纹、碰摩及基础

松动等单一和耦合故障机理分析 [ 1 ]。另一方面 ,针对

滚动轴承 ,进行了滚动轴承支承下的各种单一或耦合

故障机理分析 [ 2 - 6 ]。其中 ,关于在滑动轴承支承下的

转子动力学研究较为深入 ,而在关于滚动轴承支承下

的转子动力学研究中 ,对滚动轴承建模过于简单 ,未能

充分考虑所存在的间隙、非线性赫兹接触以及支承刚

度的周期变化 ,因此与实际情况存在一定的差别。在

专门研究滚动轴承振动的文献中 ,尽管对滚动轴承的

建模很详细 ,但其未能与转子振动进行很好的结合 ,转

子对轴承的影响基本上是通过静载荷的方式施加在轴

承上 , Fukata
[ 7 ]

, Mevel和 Guyader
[ 8 ]的研究没有考虑转

子不平衡对系统所产生的激振 ,仅仅考虑了由刚度变

化引起的参数激振 (VC振动 ) ; Kim和 Noah
[ 9, 10 ]考虑

了不平衡力 ,而未考虑 VC振动 ,同时他们仅仅考虑了

轴承的间隙非线性。Tiwari和 Gup ta
[ 11 ]的研究虽然将

不平衡、轴承间隙、VC振动、以及非线性赫兹接触力进

行了综合考虑 ,但所考虑的不平衡力在所有转速范围

内为常力 ,因此与实际情况也存在较大差距。

有鉴于此 ,本文建立了滚动轴承支承下的转子不

平衡 ,碰摩及基础松动耦合故障的非线性动力学模型。

将转子和滚动轴承一体化建模 ,同时 ,综合考虑不平

衡、碰摩及基础松动耦合故障、充分考虑滚动轴承的间

隙、非线性赫兹接触以及支承刚度的周期变化等非线

性因素。最后 ,运用数值仿真研究转子转速、轴承间

隙、碰摩刚度以及转子偏心量对系统响应的影响以及

耦合故障规律 ,用分叉图、频谱图、相平面图及 Poincaré

映射图来对系统响应进行分叉和混沌特征分析。

1　含不平衡 2碰摩 2基础松动耦合故障的转子 2
滚动轴承系统动力学模型

111　系统动力学方程

　　本文建立一个含不平衡、碰摩和基础松动故障的转

子 2滚动轴承动力学模型 ,图 1为该模型示意图 ,在模型中 ,

转子两端由 2个相同的滚动轴承支承。假定轴承支座左

端发生松动 ,同时 ,由于松动的支座在水平方向的位移很

小 ,因此仅仅考虑松动的轴承支座在铅垂方向的位移。

图 1　转子 2轴承系统不平衡 2基础松动 2碰摩耦合故障动力学模型示意图
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　　O1、O2、O3分别为轴承几何中心、转子几何中心、转

子质心 ; m rp :转子在圆盘处的等效集中质量 ; m rL、m rR :

转子在左右两端轴承处的转子集中质量 ; m bs :轴承支座

的等效质量 ; crp、crb :转子在圆盘处、轴承处的阻尼系

数 ; k:弹性轴的刚度 ; kr:碰摩刚度 ; kbs、cbs :支座松动刚

度、阻尼 ;δ:转子圆盘和静子的间隙 , e:质量偏心量 ;

FyL、FxL :左端轴承的支承反力 ; FyR、FxR :右端轴承的支

承反力 ; Px、Py :碰摩力在 x和 y方向的分量。由牛顿第

二定理 ,可得系统运动微分方程 :

m rp x
··

rp + crp x
·

rp + k ( xrp - xrR + k ( xrp - xrL ) = m rp eω2 co s(ωt) + Px

m rp y
··

rp + crp y
·

rp + k ( yrp - yrR + k ( yrp - yrL ) = m rp eω2
sin (ωt) + Py - m rp g

m rR x
··

rR + crb x
·

rR + k ( xrR - xrp ) = FxR

m rR y
··

rR + crb y
·

rR + k ( yrR - yrp ) = FyR - m rR g

m rL x
··

rL + crb x
·

rL + k ( xrL - xrp ) = FxL

m rL y
··

rL + crb y
·

rL + k ( yrL - yrp ) = FyL - m rL g

m bs y
··

bs + cbs y
·

bs + kbs ybs = - FyL - m bs g

(1)

112　碰摩力模型

　　设 : r为转子圆盘径向位移 , 表达式为 : r =

x
2
rp + y

2
rp ,当 r <δ时 ,不发生碰摩 ,即 : Px = Py = 0。当

rΕδ时 ,发生碰摩 ,假设摩擦符合库仑摩擦定律 ,则

PN = kr· ( e - δ)

PT = f·PN

(2)

其中 : kr为定子径向刚度、f为摩擦系数 ,将碰摩力分解

在 x和 y轴 ,可以得到 :

Px = kr (1 - δ/ r) [ - ( xrp - xc ) + f· ( yrp - yc ) ]

Py = kr (1 - δ/ r) [ - ( yrp - yc ) - f· ( xrp - xc ) ]

(3)

图 2　滚动轴承模型示意图

1. 3　滚动轴承模型

图 2为滚动轴承模型示意图 ,滚动轴承将受到来

自转子不平衡激励所产生的强迫振动 ,其振动频率为

转子的旋转频率。同时 ,滚动轴承也将产生由于轴承

总刚度连续周期变化而形成的 VC振动 ,该振动为参

数激励 ,其振动的原因来自轴承总体刚度的周期

变化。

本文所研究的滚动轴承设定轴承外圈固定在轴承

座上 ,内圈固定在旋转的轴上。参考文献 [ 12、13 ] ,可

以得到滚动轴承作用力为 :

Fx = ∑
N b

j =1
Cb ( xcosθj + y sinθj - r0 ) 3 /2 ·

H ( xcosθj + y sinθj - r0 ) co sθj

FY = ∑
N b

j =1
Cb ( xcosθj + y sinθj - r0 ) 3 /2

·H ( xco sθj + y sinθj - r0 ) sinθj

(4)

其中 , Cb 为赫兹接触刚度 ,与相互接触的材料和形状

有关。H (·)为亥维塞函数 ,当函数变量大于 0时 ,函

数值为 1,否则为 0。θj 为第 j个滚珠处的角度位置 ,θj

=ωCage ×t +
2π
N b

( j - 1 ) , j = 1, 2, ⋯N b , N b 为滚珠个数。

ωCage为保持架的旋转速度 ,设外滚道半径为 R,内滚道

半径为 r,有ωCage =ωRotor ×r/ ( R + r)。VC频率即为滚

珠通过频率 ,有ωVC =ωCage ×N b =ωRotor ×BN , BN = N b ×

r/ (R + r) ,为 VC频率与转速频率的比值。

由此可得图 1中滚动轴承所产生的轴承力 :

①当 x = xrR , y = yrR ,则 , FxR = Fx , FyR = Fy ;

②当 x = xrL , y = yrL ybs ,则 , FxL = Fx , FyL = Fy。

1. 4　松动建模

为了对松动故障建模 ,考虑轴承端和基础之间的

等效刚度和等效阻尼 kbs和 cbs ,应该为在轴承与基础间

的位移条件下分段线性化 ,设松动间隙为 δ1 ,则 kbs和

cbs为

cbs =

cbs1 　 ( ybs >δ1 )

0　　　 (0 Φ ybs Φδ1 ) ,

cbs2 　　 ( ybs < 0)

kbs =

kbs1 　 ( ybs >δ1 )

0　　　 (0 Φ ybs Φδ1 ) ,

kbs2 　　 ( ybs < 0)

(5)

1. 5　计算参数

选取系统初始参数如下 : m rR = m rL = 4. 0 kg, m rp =

32. 1 kg, crb = 1 050 N· s/m , crp = 2 100 N · s/m , kr =
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3. 5 ×10
6

N /m, k = 2. 5 ×10
7

N /m, kbs1 = 7. 5 ×10
7

N /m,

kbs2 = 2. 5 ×10
9

N /m, cbs1 = 350 N · s/m , cbs2 = 500

N·s/m ,δ= 0. 022 mm,δ1 = 0. 55 mm, e = 0. 01 mm。滚

动轴承选取文献 [ 7 ]的 J IS6306滚动轴承 ,其参数见表

1所示。

由于系统具有很强的非线性 ,本文对微分方程组

的求解采用 RKF ( Runge - Kutta - Felhberg)格式的变

步长龙格 -库塔法 [ 14 ]进行数值积分来获取转子响应。
表 1　J IS6306滚动轴承主要计算参数

外圈半径
R /mm

内圈半径
r/mm

滚珠个数
N b

接触刚度
Cb / (N /m3 /2 )

轴承间隙
r0 /μm

BN

63. 9 40. 1 8 13. 34 ×109 0～20 3. 08

2　滚动轴承支承下的耦合故障动力学行为
分析

211　转速对系统运动的影响

　　本文设定转静碰摩间隙δ= 0. 01 mm ,松动间隙δ1

= 0. 1 mm,偏心距 e = 0. 01 mm,滚动轴承间隙 c =

0. 005 mm。分别在转速为 200 rad / s和 600 rad / s下 ,

进行了数值仿真。图 3和图 4分别对应了在转速为

200 rad / s时 ,系统响应的幅值谱和 Poincaré截面图 ,从

图 4可以看出 ,系统响应出现了旋转频率及其倍频和

VC频率成分 ,同时还出现了它们的组合频率 VC ±

1 ×、VC ±2 ×,由于速度较低 ,系统的不平衡力所引起

的同频振动和 VC振动成分相差不大。又因为旋转频

率和 VC频率的不可通约性 ,所以导致系统的响应为拟

周期 ,其 Poincaré截面为一封闭的曲线。图 5和图 6分

别对应转速 600 rad / s时 ,系统响应的幅值谱和 Poincaré

截面图 ,随着速度增加 ,系统不平衡力逐渐增加占据了主

导地位 ,所以响应中的同频成分相对增加 ,从图 5可以看

出 ,系统响应虽然也出现了旋转频率和 VC频率成分 ,以

及它们的组合频率 VC ±1 ×,由于在量值上同频及其倍

频的成分已远大于 VC频率 ,所以系统的响应呈现周期

特征 ,从图 6可以看出其 Poincaré截面收缩为一点。

　　 (转速为 200 rad / s)

　　图 3　频谱

(转速为 200 rad / s)

图 4　Poincaré图

　　 (转速为 600 rad / s)

　　图 5　频谱

(转速为 600 rad / s)

图 6　Poincaré图

212　碰摩刚度对转子 -滚动轴承系统运动的影响

　　设定转静间隙 δ= 0. 01 mm,松动间隙 δ1 = 0. 55

mm轴承间隙 c = 0. 02 mm,旋转速度为 900 rad / s。对

碰摩刚度 kr在区间 0～3 ×107 N /m进行分析。图 7为

转子运动状态随碰摩刚度变化的分叉图。

当 kr = 0时 ,在该组合参数下碰摩力为 0,碰摩转

子系统在轴承力的作用下处于混沌状态。图 8 ( a)和
( b)分别为 kr = 0 时组合参数下转子系统响应的

Poincaré截面图和频谱图。随着碰摩刚度的增加 ,碰摩

力增加并接近或超过轴承力 ,系统响应的混沌状态逐

渐减弱 ,当 kr = 1. 14 ×107 N /m时 ,出现跳跃现象 ,突然

变为周期 1运动 ,说明碰摩转子系统可能在该组合参

数下有多个吸引子共存。通过上述分析可以看出 ,碰

摩刚度对碰摩转子系统响应有很大的影响 ,当碰摩刚

度较小时 ,系统运动中轴承力占主要成分 ,系统处于混

沌状态 ;当碰摩刚度增大时 ,碰摩力逐渐成为主导因

素 ,系统由混沌运动逐渐向周期运动演变。

图 7　转子运动随碰摩刚度的分叉图 图 8　碰摩刚度为 0时系统响应的 Poincaré截面图及频谱图
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2. 3　轴承间隙对系统运动的影响

本文在碰摩刚度 kr = 2. 5 ×10
7

N /m和转静间隙δ

= 0. 01 mm,松动间隙δ1 = 0. 55 mm下仿真计算了在不

同轴承间隙条件下系统的运动分叉图。并分析在不同

间隙下运动通往混沌的途径。

图 9为轴承间隙为 0μm时的系统运动分叉图 ,其

中图 9 ( a)为转子圆盘 X方向响应的分叉图 ,图 9 ( b)为

松动端轴承座 Y方向响应的分叉图。从图中可以看

出 ,当转速小于 500 rad / s时 ,系统运动表现为拟周期

运动。当转速大于 500 rad / s小于 1 200 rad / s时 ,系统

VC振动相对减弱 ,而由不平衡引起的系统同频振动相

对增加 ,系统表现为周期 1运动。此时旋转速度仍然

较低 ,不平衡力还不足以激发起松动端的轴承座振动 ,

所以此时轴承座只是在平衡位置附近作微幅振动。当

转速大于 1 200 rad / s并进入共振区时 ,不平衡力迅速

增加 ,一旦大于轴承座重力 ,便激发起松动端轴承座的

剧烈振动。转速从 1 200 rad / s到 3 000 rad / s表现出了

阵发性混沌现象 ,不过中间出现了很宽的周期窗口 ,如

[ 1 700 rad / s, 2 300 rad / s]为周期 1运动 , [ 2 000 rad / s,

2 600 rad / s]为周期 2运动等。

( a) 　转子圆盘处 ( b) 　松动端轴承座

图 9　滚动轴承间隙为 0 mm时的分叉图

图 10为轴承间隙为 10μm时的系统运动分叉图 ,

其中图 10 ( a)为系统圆盘 X 方向响应的分叉图 ,图 10

( b)为松动端轴承座 Y方向响应的分叉图。从图中可

以看出 ,转速小于 1 100 rad / s时 ,由于此时旋转速度仍

然较低 ,不平衡力还不足以激发起松动端的轴承座振

动 ,所以此时轴承座只是在平衡位置附近作微幅振动。

当转速大于 1 100 rad / s时 ,随着不平衡力逐渐增加 ,同

时 ,也进入了转子系统的共振区域 , 不平衡力大于了轴

( a) 　转子圆盘处 ( b) 　松动端轴承座

图 10　滚动轴承间隙为 0. 01 mm时的分叉图

承座重力 ,激发起松动端轴承座的剧烈振动 ,系统运动

通过阵发性途径进入混沌 ,转速从 1 100 rad / s到 3 000

rad / s表现出了阵发性混沌现象 ,中间出现了周期窗口

很窄很少。在共振过后的一段区域内 ,系统振动减少 ,

随着转速进一步增加 ,系统振动开始增加。

图 11 ( a)、( b)分别为转速 1 200 rad / s时不同轴承

间隙下系统响应的 Poincaré截面图 ,图 11 ( a)的轴承间

隙为 0μm,在 Poincaré截面图出现了 1个孤立的点 ,表

明系统为周期 1运动。图 11 ( b)的轴承间隙为 10μm,

在 Poincaré截面图出现了散乱的点 ,表明系统为混沌运

动。图 12 ( a)、( b)为转速为 2 400 rad / s时系统响应的

Poincaré截面图 ,图 12 ( a ) 的轴承间隙为 0 μm ,在

Poincaré截面图出现了 2个孤立的点 ,表明了系统为周

期 2运动。图 12 ( b)的轴承间隙为 10μm,在 Poincaré

截面图出现了散乱的点 ,表明了系统为混沌运动。

( a) 　轴承间隙为 0 mm ( b) 　轴承间隙为 0. 010 mm

图 11　转速为 1 200 rad / s时响应的 Poincaré图

( a) 　轴承间隙为 0 mm ( b) 轴承间隙为 0. 010 mm

图 12　转速为 2 400 rad / s时响应的 Poincaré图

对比不同轴承间隙下的系统动力响应比较和分

析 ,可以发现 :随着轴承间隙增加 ,系统出现混沌的区

域将扩大 ,系统的运动稳定性较差。因此 ,在实际设计

和使用过程中 ,需要控制轴承间隙。
2. 4　转子偏心量和轴承座质量对系统运动的影响

本文在碰摩刚度 kr = 2. 5 ×107 N /m、转静间隙δ=

0. 01 mm及滚动轴承间隙 c = 0. 01 mm下仿真计算了

不同偏心量下系统的响应 ,图 13为偏心量 0. 02mm下

转子系统响应的分叉图。对比图 10 ( b)偏心量为 0. 01

mm的情况 ,可以得出以下结论 :

1) 在相同转速下 ,较小的偏心量所产生的不平衡
力也较小 ,因此不足以克服松动端轴承座的重力 ,不能

激发其进行剧烈振动 ,因此松动端轴承座只是在其平

衡位置附近作微幅振动 ,随着转速的不断增加 ,不平衡
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力也加大 ,从而将导致松动端轴承座产生较大的运动 ,

并出现混沌现象。因此不平衡量越小 ,松动端轴承座

的微幅振动区间也越大。在偏心量为 0. 01 mm时 ,微

幅振动区间为 [ 200 rad / s, 1 096 rad / s ];在偏心量为

0. 02 mm时 ,微幅振动区间为 [ 200 rad / s, 1 012 rad / s]。

2) 当转子不平衡力克服了松动端轴承座的重力 ,

轴承座突然出现混沌现象 ,振动加剧 ,随着转速的逐渐

增加 ,超越临界转速后 ,振动有所缓解 ,系统响应表现

为阵发性混沌 ,并出现了许多周期窗口。在转子不同

的偏心量下 ,系统响应的混沌区域不一样 ,较大的不平

衡量产生了较宽的混沌区域。从图 13中不难看出此

规律。

轴承支座质量是含松动与碰摩的转子 2滚动轴承系

统力学模型中的重要参数 ,研究轴承支座质量对转子

系统响应的影响有重要意义。图 14为在碰摩刚度 kr

= 2. 5 ×107 N /m、转静间隙δ= 0. 01 mm、滚动轴承间隙

c = 0. 01 mm及偏心量 e = 0. 01 mm下 ,轴承座质量为

200 kg时 ,转子系统的响应随激励频率变化的分叉图。

对比图 10 ( b) 轴承支座质量为 50 kg的情况 ,可以看

出 ,随着松动端轴承座质量的增加 ,克服其重力需要更

大的不平衡力 ,因此 ,在偏心量等其他参数相同的情况

下 ,轴承座的微幅振动区域就越宽 ,同时 ,在共振区附

近的轴承座剧烈振动的区域随其质量的增加而逐渐

变窄。

图 13　偏心量 0. 02 mm时

松动端轴承座分叉图

图 14　轴承支座质量 200 kg时

松动端轴承座分叉图

3　结 　论

　　1) 建立了系统的含不平衡 - 碰摩 - 松动耦合故

障的转子 -滚动轴承动力学模型 ,在滚动轴承建模中 ,

综合考虑了轴承间隙、非线性接触力及由总体刚度周

期变化产生的 VC振动。在转子模型中综合考虑了不

平衡、碰摩及基础松动耦合故障 ;用变步长龙格 - 库塔

方法 ,仿真计算了系统的响应。

2) 分析了转速对转子 -轴承系统的 VC振动和旋

转频率振动的影响。

3) 研究了碰摩刚度对系统运动的影响 ,发现较大

的碰摩刚度能够有效缓解系统在轴承间隙和基础松动

下的混沌运动 ,提高系统的运动稳定性。

　　4) 研究了轴承间隙对系统运动的影响 ,发现轴承

间隙是影响系统运动稳定性的重要因素 ,过大的间隙

将导致系统混沌运动的持续时间很长 ,严重影响系统

的运动稳定性。

5) 研究了转子偏心量对系统运动的影响 ,发现随

着偏心量的增加 ,松动端轴承座的微幅振动区域减小 ,

而混沌运动的区间逐渐增加。

6) 研究了轴承支座的质量对系统运动的影响 ,发

现随着其质量的增加 ,松动端轴承座的微幅振动区域

变宽 ,而混沌运动的区间逐渐减小。
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SERV ICEAB IL ITY ANALY S IS O F BU ILD ING V IBRAT IO N

IND UCED BY UND ERGRO UND TRA INS
D IN G J ie2m in, 　YIN Zhi2gang

( School of Civil and A rchitectures of Tongji University, Shanghai 200092, China)

　　Abstract:　 In order to analyze vibration serviceability of a building nearby subway in Shanghai, A FEM model is es2
tablished. The buildingπs time2domain vibration acceleration response is obtained by the dynam ic elastic finite element cal2
culation of the model with the input acceleration which can be conveniently measured on the site ground. An annoyance2
based checking p rocedure (ABCP) is p roposed. A building near by subway is analyzed with ABCP and its results are

compared with those from the traditional human vibration standard method. The numerical examp les indicate that both re2
sults agree well and the ABCP method possesses the feature of quantification.

Key words: vibration serviceability analysis; subway; acceleration; annoyance2based checking p rocedure (ABCP)

(pp: 96 - 99)

NO NL INEAR DY NAM IC RESPO NSE ANALY S IS O F RO TO R2BALL BEAR ING

SY STEM INCL UD ING UNBALANCE2RUBB ING2LOO SENESS CO UPL ED FAUL TS
CHEN Guo

(College of Civil Aviation, Nanjing University of Aeronautics and A stronautics, Nanjing, 210016, China)

　　Abstract:　An unbalance2rubbing2looseness coup led fault dynam ic model of rotor supported on ball bearing is estab2
lished. In the model of ball bearing, three nonlinear factors are considered, such as, the clearance of bearing, nonlinear

Hertzian contact force, and the varying comp liance vibration. In the model of rotor, mass unbalance, rubbing, and loose2
ness of bearing house faults are considered synthetically. The numerical integralmethod is used to obtain nonlinear dynam2
ic responses, the effects of rotating speed, the bearing clearance, rubbing stiffness, rotor eccentricity, and the mass of

bearing house on dynam ic responses are analyzed, and bifurcation p lot, phase p lane p lot, frequency spectra, and Poincaré

map are used to carry out the analysis of bifurcation and chaos motion, and the important nonlinear law of unbalance2rub2
bing2looseness coup led faults of rotor supported on ball bearing is found out.

Key words: rotor dynam ics; ball bearing; mass2unbalance; rubbing; looseness of bearing house (pp: 100 - 104)

STUDY O N DY NAM IC CHARACTER IST IC AND ASE ISM IC

PERFO RM ANCE O F A LO NG2SPAN TR IPL E2TOW ER SUSPENS IO N BR ID GE
D EN G Yu2lin

1
, 　PEN G Tian2bo

1
, 　L I J ian2zhong

1
, 　J I L in

2
, 　FEN G Zhao2x iang

2
, 　RUAN J ing

2

(1. State Key Laboratory for D isaster Reduction in Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China;

2. J iangsu Province Yangtze H ighway B ridge Construction Commanding Department, Nanjing 210004, China)

　　Abstract:　Based on an engineering design case of a long2span trip le2tower suspension bridge, the linear seism ic re2
sponse analysis is performed by using response spectrum and time history analysis method, respectively. The dynam ic

characteristic of seism ic response of the bridge is discussed and the effect of vertical earthquake , longitudinal elastic cable

between m iddle tower and girder and higher frequency models on the seism ic response is studied. The results indicate that

vertical earthquakes have significant influence on moment of girder and dynam ic axis force of side2towers. the link between

m iddle2tower and girder can reduce seism ic response of side2towers, the disp lacement of girder and the relative disp lace2
ment between main2span and side2span obviously. H igher frequency modes of vibration have significant influence on seis2
m ic response of towers.

Key words: trip le2tower suspension bridge; dynam ic characteristic; higher frequency modes of vibration; seism ic re2
sponse (pp: 105 - 110)
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