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航空发动机整机振动耦合动力学

模型及其验证
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摘　　　要：针对航空发动机整机振动，建立了一种通用的复杂转子－支承－机匣耦合动力学模型．在模型中，

利用有限元方法对转子和机匣系统进行建模．支承系统采用集总参数模型，计入了滚动轴承和挤压油膜阻尼

器的非线性，定义了多种支承和连接方式，以适应多转子和多机匣的复杂结构建模．运用数值积分获取系统

非线性动力学响应．针对两个实际的航空发动机转子实验器，建立了整机耦合动力学模型，进行了整机模态

实验验证，结果表明了航空发动机整机振动耦合动力学建模方法的正确有效性．
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　　目前，航空发动机整机振动的研究已经成为
一项专门课题，计算转子－支承系统的临界转速和

不平衡稳态响应的主要方法是常规的传递矩阵

法、有限元法和子结构模态综合法等［１］．文献［２］
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利用子结构传递矩阵法进行了航空发动机整机振

动计算和分析．文献［３］应用整体传递矩阵法对某
型发动机转子－支承－机匣－安装节系统进行了整机
临界转速及应变能分布的计算与分析．文献［４］将
模态综合法与有限元素法相结合，对发动机转子－
支承－机匣系统的整机振动特性进行分析．文献
［５］针对转子支承动刚度对转子动力特性的影响，
分别运用静刚度、动刚度和整机有限元模型对某
型发动机进行了转子动力特性计算．文献［６］提出
了一个详细考虑滚动轴承和挤压油膜阻尼器非线

性的柔性双转子有限元模型，进行了叶片丢失的
瞬态响应模拟．文献［７］提出了一个双转子燃气涡
轮发动机有限元模型，利用数值积分方法计算了
叶片丢失下产生的突加不平衡响应，考虑了滚动
轴承的接触非线性、挤压油膜力的非线性以及在
叶片丢失期间轴承部件的热增长效应．文献［８］建
立了一个带非线性挤压油膜阻尼器轴承的双转子

动力学模型，首先利用ＮＡＳＴＲＡＮ有限元软件求
取线性无阻尼系统的模态参数，然后用 ＭＡＴ－
ＬＡＢ软件进行非线性数值仿真分析，其计算速度
与传统方法相比有很大提高．
然而模态综合法、有限元法、阻抗耦合法由于

模型复杂和计算工作量大而在实际应用中受到限

制．传递矩阵法只能处理简单边界条件．子结构传
递法计算精度与模型简化误差关系很大．另外现
有的方法主要是针对线性系统进行分析，事实上
在复杂的转子系统中，存在许多非线性因素，如滚
动轴承间隙、非线性接触力、变柔性（ＶＣ）振动、挤
压油膜阻尼器的非线性油膜力，特别是当转子产
生碰摩、松动、不对中等故障，轴承产生故障时，转
子－支承－机匣耦合系统将具有很强的非线性，现
有的方法对于含故障的强非线性问题不能胜任，
而求解复杂非线性系统响应的唯一有效方法则是

直接积分法．文献［９］建立了一种新型的转子－滚
动轴承－机匣耦合动力学模型，考虑了弹性支承及
挤压油膜阻尼效应、滚动轴承非线性以及碰摩故
障，将转子考虑为等截面自由欧拉梁模型，运用模
态截断法进行分析，最后利用数值积分方法获取
了系统响应，研究了航空发动机的整机振动规律．
但是该方法难于胜任复杂的变截面转子建模．
由此可见，由于发动机结构复杂化，要想建立

有效的整机有限元模型是非常困难的，即便能够
建立模型，巨大的计算量也使计算机难以胜任，同
时，求解航空发动机的复杂非线性响应也是一个
非常重要的难题．有鉴于此，本文在综合目前方法

的优点的基础上，针对航空发动机整机振动，提出
一种转子－支承－机匣耦合动力学通用模型，利用
有限元方法对转子和机匣系统进行建模，将支承
系统考虑为集总参数模型，定义多种支承和连接
类型以适应多转子、多机匣的复杂转子－支承－机
匣系统建模，同时考虑系统存在的非线性因素，最
后通过数值积分法得出系统非线性响应．并针对
两个实际的航空发动机转子实验器建模，利用模
态分析实验对本文航空发动机整机耦和动力学建

模方法进行了验证．

１　复杂转子－支承－机匣动力学模型

１．１　转子模型

转子考虑为由若干支承和转盘组成，转子利
用有限元方法离散为普通梁单元，考虑转子系统
的剪切变形、陀螺力矩及转动惯量．转子与其他转
子、机匣以及支承之间通过非线性力和力矩耦合．
另外转子节点上还将承受来自外部的激励力．图

１为本文建立的有限元转子动力学模型．

图１　有限元转子动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｒｏｔｏｒ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ

转子由分布质量和弹性轴、离散的刚性盘组
成，设转子有Ｎ 个节点和Ｍ 个盘，如图１所示：
对每个转轴单元，Ｅ，Ｉ，Ｇ，μ，Ｌ，ρ，Ａ分别为转轴单
元的弹性模量、截面惯性矩、剪切模量、泊松比、转
轴长度、转轴密度、转轴截面积；对圆盘Ｐｉ，ｍｒｐｉ，

Ｊｄｄｉ，Ｊｐｄｉ为圆盘质量、赤道转动惯量、极转动惯量；

Ｆｘｉ，Ｆｙｉ为转子第ｉ个节点所受力；Ｍｘｉ，Ｍｙｉ为转
子第ｉ个节点所受力矩．
建立坐标系如图１所示，其中ｘ，ｙ，ｚ为固定

坐标系．变形状态下，任意截面相对于固定坐标系
的位置按以下方法确定：以ｘ向位移ｘ（ｓ，ｔ），ｙ向
位移ｙ（ｓ，ｔ）确定弹性中心线位置、以绕ｘ向转角

（ｓ，ｔ）、绕ｙ向转角ψ（ｓ，ｔ）确定横截面方位，横截
面还绕其自身中心线ｚ向旋转．

１．１．１　刚性盘元素运动方程

设盘的质量为ｍｐ，赤道转动惯量为Ｊｄｄ，极转

２４２
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动惯量为Ｊｐｄ，ω为盘的转动角速度．利用拉格朗
日方程可得刚性盘相对固定坐标系的运动方程为

（Ｍｔｄ＋Ｍｒｄ）ｑ̈ｄ－ωＧｄｑ·ｄ ＝Ｑｄ （１）
式中Ｑｄ为广义外力向量；Ｍｔｄ和Ｍｒｄ分别为质量
矩阵和质量惯性矩阵；Ｇｄ为陀螺矩阵；ｑｄ 为广义
位移向量，ｑｄ＝ ［ｘ，ｙ，，ψ］．其中

Ｍｔｄ＝

ｍｐ ０ ０ ０
０ ｍｐ ０ ０
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

Ｍｒｄ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ Ｊｄｄ ０
０ ０ ０ Ｊ

熿

燀

燄

燅ｄｄ

，

Ｇｄ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －Ｊｐｄ
０ ０ Ｊｐｄ

熿

燀

燄

燅０

１．１．２　普通梁元素运动方程

设单元弹性模量为Ｅ，剪切模量为Ｇ，泊松比
为μ，内径为ｄ，外径为Ｄ，长度为Ｌ，则
截面惯性矩Ｉ

Ｉ＝ π６４
（Ｄ４－ｄ４）

　　横截面面积Ａ

Ａ＝ π４
（Ｄ２－ｄ２）

　　有效抗剪面积Ａｓ

Ａｓ＝ Ａ
１０
９
１＋１．６Ｄ×ｄＤ２＋ｄ（ ）２

或

Ａｓ＝ Ａ
７＋６μ
６（１＋μ）

１＋２０＋１２μ７＋６μ
Ｄ×ｄ
Ｄ２＋ｄ（ ）２［ ］

２

　　剪切变形系数ｓ

ｓ＝ １２ＥＩＧＡｓＬ２

　　每个梁单元具有２个节点，８个自由度，每个
节点具有４个自由度，即ｘ，ｙ方向及绕它们的转
角．单元的随时间而变化的横截面位移同时也是
沿单元轴线位置ｓ的函数．单元端点随时间而变
化的广义位移为

ｑｅ（ｔ）＝
［ｑ１ｅ　ｑ２ｅ　ｑ３ｅ　ｑ４ｅ　ｑ５ｅ　ｑ６ｅ　ｑ７ｅ　ｑ８ｅ］Ｔ

　　由拉格朗日方程，可得梁单元相对于固定坐
标的运动方程

（Ｍｔｅ＋Ｍｒｅ）ｑ̈ｅ＋（－ωＧｅ）ｑ·ｅ＋
（Ｋｂｅ－Ｋａｅ）ｑｅ ＝Ｑｅ （２）

式中Ｑｅ为广义外力向量；Ｍｔｅ和Ｍｒｅ分别为质量
矩阵和质量惯性矩阵；Ｇｅ为陀螺矩阵；Ｋｂｅ为单元
弯曲和剪切刚度矩阵；Ｋａｅ为单元拉伸刚度矩阵．
其中

Ｍｔｅ ＝ ρＬ
（１＋ｓ）２

　Ｍｔ１ ０ ０ 　Ｍｔ４ 　Ｍｔ３ ０ ０ －Ｍｔ５
０ 　Ｍｔ１ －Ｍｔ４ ０ ０ 　Ｍｔ３ 　Ｍｔ５ ０
０ －Ｍｔ４ 　Ｍｔ２ ０ ０ －Ｍｔ５ 　Ｍｔ６ ０

　Ｍｔ４ ０ ０ 　Ｍｔ２ 　Ｍｔ５ ０ ０ 　Ｍｔ６
　Ｍｔ３ ０ ０ 　Ｍｔ５ 　Ｍｔ１ ０ ０ －Ｍｔ４
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３
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１
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１
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１
１２０（ ）２ｓ Ｌ２

３４２
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Ｍｒｅ ＝ ρＬ
（１＋ｓ）２

ｒρ（ ）Ｌ
２

　Ｍｒ１ ０ ０ 　Ｍｒ４ －Ｍｒ１ ０ ０ 　Ｍｒ４
０ 　Ｍｒ１ －Ｍｒ４ ０ ０ －Ｍｒ１ －Ｍｒ４ ０
０ －Ｍｒ４ 　Ｍｒ２ ０ ０ 　Ｍｒ４ 　Ｍｒ３ ０

　Ｍｒ４ ０ ０ 　Ｍｒ２ －Ｍｒ４ ０ ０ 　Ｍｒ３
－Ｍｒ１ ０ ０ －Ｍｒ４ 　Ｍｒ１ ０ ０ －Ｍｒ４
０ －Ｍｒ１ 　Ｍｒ４ ０ ０ 　Ｍｒ１ 　Ｍｒ４ ０
０ －Ｍｒ４ 　Ｍｒ３ ０ ０ 　Ｍｒ４ 　Ｍｒ２ ０

　Ｍｒ４ ０ ０ 　Ｍｒ３ －Ｍｒ４ ０ ０ Ｍ

熿

燀

燄

燅ｒ２

（４）

式中

Ｍｒ１ ＝ ６５
；　Ｍｒ２ ＝ ２

１５＋
１
６ｓ＋

１
３（ ）２ｓ Ｌ２；

Ｍｒ３ ＝ －１３０－
１
６ｓ＋

１
６（ ）２ｓ Ｌ２；　Ｍｒ４ ＝ １

１０－
１
２（ ）ｓ Ｌ；　ｒρ＝ Ｉ槡Ａ

Ｇｅ＝ ρ
１５Ｌ

ｒρ
１＋（ ）ｓ

２

０ －Ｇ１ 　Ｇ２ ０ ０ 　Ｇ１ 　Ｇ２ ０

　Ｇ１ ０ ０ 　Ｇ２ －Ｇ１ ０ ０ 　Ｇ２
－Ｇ２ ０ ０ －Ｇ４ 　Ｇ２ ０ ０ 　Ｇ３
０ －Ｇ２ 　Ｇ４ ０ ０ Ｇ２ －Ｇ３ ０
０ 　Ｇ１ －Ｇ２ ０ ０ －Ｇ１ －Ｇ２ ０

－Ｇ１ ０ ０ －Ｇ２ 　Ｇ１ ０ ０ －Ｇ２
－Ｇ２ ０ ０ 　Ｇ３ 　Ｇ２ ０ ０ －Ｇ４
０ －Ｇ２ －Ｇ３ ０ ０ 　Ｇ２ 　Ｇ４

熿

燀

燄

燅０

（５）

式中

Ｇ１ ＝３６；　Ｇ２ ＝３Ｌ－１５Ｌｓ；　Ｇ３ ＝Ｌ２＋５Ｌ２ｓ－５Ｌ２２ｓ；　Ｇ４ ＝４Ｌ２＋５Ｌ２ｓ＋１０Ｌ２２ｓ

Ｋｂｅ＝ＥＩＬ３

　Ｋｂ１ ０ ０ 　Ｋｂ４ －Ｋｂ１ ０ ０ 　Ｋｂ４
０ 　Ｋｂ１ －Ｋｂ４ ０ ０ －Ｋｂ１ －Ｋｂ４ ０
０ －Ｋｂ４ 　Ｋｂ２ ０ ０ 　Ｋｂ４ 　Ｋｂ３ ０

　Ｋｂ４ ０ ０ 　Ｋｂ２ －Ｋｂ４ ０ ０ 　Ｋｂ３
－Ｋｂ１ ０ ０ －Ｋｂ４ 　Ｋｂ１ ０ ０ －Ｋｂ４
０ －Ｋｂ１ 　Ｋｂ４ ０ ０ 　Ｋｂ１ 　Ｋｂ４ ０
０ －Ｋｂ４ 　Ｋｂ３ ０ ０ 　Ｋｂ４ 　Ｋｂ２ ０

　Ｋｂ４ ０ ０ 　Ｋｂ３ －Ｋｂ４ ０ ０ 　Ｋ

熿

燀

燄

燅ｂ２

（６）

式中

Ｋｂ１ ＝ １２
１＋ｓ

；　Ｋｂ２ ＝４＋ｓ１＋ｓ
Ｌ２；　Ｋｂ３ ＝２－ｓ１＋ｓ

Ｌ２；　Ｋｂ４ ＝ ６
１＋ｓ

Ｌ

Ｋａｅ＝ Ｈ
３０Ｌ（１＋ｓ）２

　Ｋａ１ ０ ０ 　Ｋａ４ －Ｋａ１ ０ ０ 　Ｋａ４
０ 　Ｋａ１ －Ｋａ４ ０ ０ －Ｋａ１ －Ｋａ４ ０
０ －Ｋａ４ 　Ｋａ２ ０ ０ 　Ｋａ４ 　Ｋａ３ ０

　Ｋａ４ ０ ０ 　Ｋａ２ －Ｋａ４ ０ ０ 　Ｋａ３
－Ｋａ１ ０ ０ －Ｋａ４ 　Ｋａ１ ０ ０ －Ｋａ４
０ －Ｋａ１ 　Ｋａ４ ０ ０ 　Ｋａ１ 　Ｋａ４ ０
０ －Ｋａ４ 　Ｋａ３ ０ ０ 　Ｋａ４ 　Ｋａ２ ０

　Ｋａ４ ０ ０ 　Ｋａ３ －Ｋａ４ ０ ０ 　Ｋ

熿

燀

燄

燅ａ２

（７）

４４２
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式中

Ｋａ１ ＝３６＋６０ｓ＋３０２ｓ
Ｋａ２ ＝４Ｌ２＋５Ｌ２ｓ＋２．５Ｌ２ｓ
Ｋａ３ ＝－（Ｌ２＋５Ｌ２ｓ＋２．５Ｌ２ｓ）

Ｋａ４ ＝３

烅

烄

烆 Ｌ

１．１．３　转子系统运动方程

将单元的运动方程进行组装，可得到转子系
统运动方程，即

Ｍｓｑ̈ｓ＋（Ｃｓ－ωＧｓ）ｑ·ｓ＋Ｋｓｑｓ ＝Ｑｓ （８）
式中Ｑｓ为系统广义外力向量；Ｍｓ为系统质量矩
阵；Ｇｓ为系统陀螺矩阵；Κｓ为系统刚度矩阵；Ｃｓ
为系统阻尼矩阵．
本文将Ｃｓ假设为比例阻尼，即Ｃｓ ＝α０Ｍｓ＋

α１Κｓ，其中α０，α１为常数，可以得到第ｉ阶阻尼比为

ξｉ ＝
１
２
α０
ωｉ＋α１ω（ ）ｉ （９）

　　显然通过模态实验得到转子任意两阶固有频
率和阻尼比，即可解出α０，α１，并进而得到系统比
例阻尼系数矩阵Ｃｓ．

１．２　机匣模型

对于机匣可以采用３种不同的处理方法：梁
单元、锥壳单元和曲面壳单元．虽然机匣是一种壳
体结构，其振动模态呈多种形式，包括具有周向波
数为０，１，２，…的模态，但是当其与转子耦合时，
只能是周向波数为１，与转子耦合节点上产生弯
矩，并与转子发生弯曲耦合．至于其他周向波数的
振动模态，与转子耦合节点上产生的力矩是自平
衡的，与转子弯曲没有耦合．因此在转子动力学分
析中，通常考虑机匣周向波数为１的振动模态．此
时，机匣横截面不变形，仍然为圆形，而其轴向呈
弯曲模态．据此，目前通用的处理方法是将机匣按
梁单元方式处理，相当于按不旋转的轴（梁单元结
构）处理，也需考虑剪切效应和转动惯量［１］．
因此为不失一般性，本文将机匣处理为不旋

转的梁，与转子模型的处理方法相同，用有限元方
法可以得到机匣的运动微分方程，即

Ｍｃｑ̈ｃ＋Ｃｃｑ·ｃ＋Ｋｃｑｃ ＝Ｑｃ （１０）
式中Ｑｃ为机匣系统广义外力向量；Ｍｃ为机匣系
统质量矩阵；Κｃ为机匣系统刚度矩阵；Ｃｃ为机匣
系统阻尼矩阵．同样，将Ｃｃ假设为比例阻尼．

１．３　离散支承模型

为了对实际航空发动机的多转子、多机匣进
行耦合系统建模，需要全面考虑转子、机匣间的连
接和支承关系．为此本文定义了多种支承连接关

系，即：转子－机匣间的支承连接、转子与转子间的
中介轴承支承连接、转子与转子间联轴器间的连
接、机匣与机匣间的支承连接、机匣与基础间（安
装节）弹性支承．综合运用这些支承和连接方式可
以对任意多转子、多机匣复杂结构形式的航空发
动机进行整机建模．

１．３．１　转子－机匣间的支承连接

对于每个转子与机匣间的支承 ＲＣｉ（ｉ＝１，

２，…，Ｎ），包括了滚动轴承、挤压油膜阻尼器、轴
承座等部件．其中ｍｗｉ为滚动轴承外圈质量；ｍｂｉ轴
承座质量；ｋｔｉ为滚动轴承外圈与轴承座之间的弹
性支承刚度，ｃｔｉ为滚动轴承外圈与轴承座之间的
阻尼系数，如果存在挤压油膜阻尼器，则该阻尼为
非线性阻尼；ｋｆｉ，ｃｆｉ分别为机匣与轴承座之间的支
承刚度和阻尼．如图２所示，其中Ｆｙｒｉ和Ｆｘｒｉ为转
子作用于支承的力，Ｆｙｃｉ和Ｆｘｃｉ为机匣作用于支承
的力．设ｉ个支承ＲＣｉ与转子的第ｍ 个节点和机
匣的第ｎ个节点相连．

图２　转子－机匣支承

Ｆｉｇ．２　Ｒｏｔｏｒ－ｃａｓｉｎｇ　ｓｕｐｐｏｒｔ

本文设定轴承外圈固定在轴承座上，内圈固
定在转轴上，设转子第ｍ个节点位移为ｘｒ　ｍ和ｙｒ　ｍ，
令ｘ＝ｘｒ　ｍ－ｘｗｉ，ｙ＝ｙｒ　ｍ－ｙｗｉ，参考文献［１０－１１］，
可以得到转子作用于第ｉ个支承的轴承力为

Ｆｘｒｉ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｃｂ（ｘｃｏｓθｊ＋ｙｓｉｎθｊ－ｒ０）３／２·

　　Ｈ（ｘｃｏｓθｊ＋ｙｓｉｎθｊ－ｒ０）ｃｏｓθｊ

Ｆｙｒｉ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｃｂ（ｘｃｏｓθｊ＋ｙｓｉｎθｊ－ｒ０）３／２·

　　Ｈ（ｘｃｏｓθｊ＋ｙｓｉｎθｊ－ｒ０）ｓｉｎθ

烅

烄

烆 ｊ

（１１）
式中Ｃｂ为赫兹接触刚度，由内外圈和滚珠的赫兹
接触弹性分析可得到．Ｈ（·）是亥维塞函数，当函

５４２
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数变量大于０时，函数值是１，否则为０．θｊ 为第ｊ

个滚珠处的角度位置，有θｊ＝ωｃａｇｅ×ｔ＋２πＮｂ
（ｊ－１），

ｊ＝１，２，…，Ｎｂ，其中Ｎｂ 为滚珠个数．ωｃａｇｅ为保
持架旋转速度，设外滚道半径为Ｒ，内滚道半径为

ｒ，有ωｃａｇｅ＝ω×ｒＲ＋ｒ
，ω为转轴旋转角速度．因此滚

动轴承外圈的运动微分方程为

ｍｗｉｘ̈ｗｉ＋ｋｔｉ（ｘｗｉ－ｘｂｉ）＋Ｆｄｘｉ ＝Ｆｘｒｉ

ｍｗｉｙ̈ｗｉ＋ｋｔｉ（ｙｗｉ－ｙｂｉ）＋Ｆｄｙｉ ＝Ｆｙｒｉ－ｍｗｉ
烅
烄

烆 ｇ
ｉ＝１，２，…，Ｎ （１２）

其中Ｆｄｘｉ和Ｆｄｙｉ为阻尼力，如果考虑为黏性阻尼，则

Ｆｄｘｉ ＝ｃｔｉ（ｘ
·
ｗｉ－ｘ

·
ｂｉ）

Ｆｄｙｉ ＝ｃｔｉ（ｙ
·
ｗｉ－ｙ

·
ｂｉ

烅
烄

烆 ）
（１３）

　　如果存在挤压油膜阻尼器，则需要考虑为非
线性油膜力，设轴颈长度为Ｌｊ，轴颈半径为Ｒｊ，油
膜半径间隙ｃ，润滑油黏度μ，轴承中心Ｏｂ，轴颈
中心Ｏｊ，轴颈偏心距ｅ，偏心率ε，轴颈进动角ｊ．在
短轴承假设下，半油膜无端封情况下，油膜力为［９］

Ｆｒ＝μＲｊＬ
３
ｊ

ｃ２
２Ωｊ·ε２
（１－ε２）２＋

π
２
·
ε（１＋２ε２）
（１－ε２）５／［ ］２

Ｆｔ＝μＲｊＬ
３
ｊ

ｃ２
πΩｊ·ε

２（１－ε２）３／２＋
２εε

（１－ε２）［ ］
烅

烄

烆
２

（１４）
其中

ε＝ｅ／ｃ＝ ｘ２ｊ＋ｙ２槡 ｊ ｃ，

ε
·
＝ｅ

·／ｃ＝ｘｊ
·ｘ·ｊ＋ｙｊ·ｙ

·
ｊ

ｃ　ｘ２ｊ＋ｙ２槡 ｊ

，

ｊ＝ａｒｃｔａｎｙｊｘ（ ）ｊ ，
Ωｊ＝ｊ＝

ｘｊ·ｙ
·
ｊ－ｙｊ·ｘ

·
ｊ

ｘ２ｊ＋ｙ２ｊ
．

图３　挤压油膜阻尼器模型

Ｆｉｇ．３　ＳＦＤ（ｓｑｕｅｅｚ　ｏｉｌ－ｆｉｌｍ　ｄａｍｐｅｒ）ｍｏｄｅｌ

　　所以在ｘ，ｙ固定坐标系统下的油膜力为

Ｆｘ ＝Ｆｒ·ｃｏｓｊ－Ｆｔ·ｓｉｎｊ
Ｆｙ ＝Ｆｔ·ｃｏｓｊ＋Ｆｒ·ｓｉｎ｛ ｊ

（１５）

　　当

ｘｊ＝ｘｗｉ－ｘｂｉ，　ｙｊ＝ｙｗｉ－ｙｂｉ
ｘ·ｊ＝ｘ

·
ｗｉ－ｘ

·
ｂｉ，　ｙ

·
ｊ＝ｙ

·
ｗｉ－ｙ

·
ｂｉ

则

Ｆｄｘｉ ＝Ｆｘ，Ｆｄｙｉ ＝Ｆｙ
　　又设机匣第ｎ个节点位移为ｘｃｎ和ｙｃｎ，支承

ＲＣｉ的轴承座的位移为ｘｂｉ和ｙｂｉ，则机匣作用于
支承ＲＣｉ的力为

Ｆｘｃｉ ＝ｋｆｉ（ｘｃｎ－ｘｂｉ）＋ｃｆｉ（ｘ
·
ｃｎ－ｘ

·
ｂｉ）

Ｆｙｃｉ ＝ｋｆｉ（ｙｃｎ－ｙｂｉ）＋ｃｆｉ（ｙ
·
ｃｎ－ｙ

·
ｂｉ

烅
烄

烆 ）

ｉ＝１，２，…，Ｎ （１６）
因此支承ＲＣｉ的轴承座的运动微分方程为

ｍｂｉｘ̈ｂｉ＋ｋｔｉ（ｘｂｉ－ｘｗｉ）－Ｆｄｘｉ ＝Ｆｘｃｉ

ｍｂｉｙ̈ｂｉ＋ｋｔｉ（ｙｂｉ－ｙｗｉ）－Ｆｄｙｉ ＝Ｆｙｃｉ－ｍｂｉ
烅
烄

烆 ｇ
ｉ＝１，２，…，Ｎ （１７）

１．３．２　转子－转子间的中介轴承支承

对于每个转子与转子间的中介轴承支承

ＲＲＭｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ），包括了滚动轴承、轴承座
等部件．其中ｍｗｉ为滚动轴承外圈质量；ｍｂｉ轴承座
质量；ｋｔｉ，ｃｔｉ分别为轴承外圈与轴承座之间的弹性
支承刚度和阻尼系数；ｋｆｉ，ｃｆｉ分别为外转子与轴承
座之间的支承刚度和阻尼．如图４所示，其中Ｆｙｒｉｉ
和Ｆｘｒｉｉ为内转子作用与支承的力，Ｆｙｒｏｉ和Ｆｘｒｏｉ为
外转子作用于支承的力．设ｉ个支承ＲＲＭｉ 与内
转子第ｍ 个节点和外转子第ｎ个节点相连．

图４　转子间中介轴承支承

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｔｅｒ－ｓｈａｆｔ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｒｏｔｏｒｓ

中介轴承外圈固定在外转子上随外转子一起

旋转，转速为ωｏｕｔ，内圈固定在内转子上随内转子
一起旋转，转速为ωｉｎ．轴承力计算公式与式（１１）

６４２
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相同，不同的是在计算保持架旋转频率时，由于轴
承内外圈均旋转，所以有

ωｃａｇｅ＝ωｉｎ×
ｒ＋ωｏｕｔ×Ｒ
Ｒ＋ｒ

　　设内转子第ｍ个节点支承在第ｉ个支承的滚
动轴承上，其位移为ｘｒ　ｍ和ｙｒ　ｍ，令ｘ＝ｘｒ　ｍ－ｘｗｉ，

ｙ＝ｙｒ　ｍ－ｙｗｉ，代入式（１１）可得转子作用于第ｉ个
支承的轴承力Ｆｘｒｉｉ，Ｆｙｒｉｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）．因此滚
动轴承外圈的运动微分方程为

ｍｗｉｘ̈ｗｉ＋ｋｔｉ（ｘｗｉ－ｘｂｉ）＋ｃｔｉ（ｘ
·
ｗｉ－ｘ

·
ｂｉ）＝Ｆｘｒｉｉ

ｍｗｉｙ̈ｗｉ＋ｋｔｉ（ｙｗｉ－ｙｂｉ）＋ｃｔｉ（ｙ
·
ｗｉ－ｙ

·
ｂｉ）＝

　　　　　　Ｆｙｒｉｉ－ｍｗｉ

烅

烄

烆 ｇ
（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （１８）

又设外转子第ｎ个节点支承在第ｉ个支承上，其
位移为ｘｒｏｎ和ｙｒｏｎ，支承ＲＲＭｉ的轴承座的位移为

ｘｂｉ和ｙｂｉ，则外转子作用于支承ＲＲＭｉ的力为

Ｆｘｒｏｉ ＝ｋｆｉ（ｘｒｏｎ－ｘｂｉ）＋ｃｆｉ（ｘ
·
ｒｏｎ－ｘ

·
ｂｉ）

Ｆｙｒｏｉ ＝ｋｆｉ（ｙｒｏｎ－ｙｂｉ）＋ｃｆｉ（ｙ
·
ｒｏｎ－ｙ

·
ｂｉ

烅
烄

烆 ）
（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （１９）

因此支承ＲＲＭｉ的轴承座的运动微分方程为

ｍｂｉｘ̈ｂｉ＋ｋｔｉ（ｘｂｉ－ｘｗｉ）＋ｃｔｉ（ｘ
·
ｂｉ－ｘ

·
ｗｉ）＝Ｆｘｒｏｉ

ｍｂｉｙ̈ｂｉ＋ｋｔｉ（ｙｂｉ－ｙｗｉ）＋ｃｔｉ（ｙ
·
ｂｉ－ｙ

·
ｗｉ）＝

　　　　　　Ｆｙｒｏｉ－ｍｂｉ
烅

烄

烆 ｇ
（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （２０）

１．３．３　转子－转子间的联轴器连接

对于转子间的联轴器连接ＲＲＣｋ（ｋ＝１，２，…，

Ｎ），设左转子第ｉ个节点与右转子第ｊ个节点用
联轴器相连，联轴器的径向刚度为ｋｒｒ，角向刚度
为ｋｒα，径向阻尼为ｃｒｒ，角向阻尼为ｃｒα，设左转子

第ｉ个节点的位移为ｘｒｌｉ，ｙｒｌｉ，ｒｌｉ，ψｒｌｉ，速度为ｘ
·
ｒｌｉ，

ｙ
·
ｒｌｉ，

·
ｒｌｉ，ψ

·
ｒｌｉ；右转子第ｊ个节点的位移为ｘｒｒｊ，ｙｒｒｊ，

ｒｒｊ，ψｒｒｊ，速度为ｘ
·
ｒｒｊ，ｙ

·
ｒｒｊ，

·
ｒｒｊ，ψ

·
ｒｒｊ．则作用在左转

子节点ｉ上的力和力矩Ｆｒｘｉ，Ｆｒｙｉ，Ｍｒｘｉ，Ｍｒｙｉ，以及
作用在右转子节点ｊ上的力和力矩Ｆｒｘｊ，Ｆｒｙｊ，

Ｍｒｘｊ，Ｍｒｙｊ为

Ｆｒｘｉ ＝ｋｒｒ（ｘｒｒｊ－ｘｒｌｉ）＋ｃｒｒ（ｘ
·
ｒｒｊ－ｘ

·
ｒｌｉ）

Ｆｒｙｉ ＝ｋｒｒ（ｙｒｒｊ－ｙｒｌｉ）＋ｃｒｒ（ｙ
·
ｒｒｊ－ｙ

·
ｒｌｉ）

Ｍｒｘｉ ＝ｋｒα（ｒｒｊ－ｒｌｉ）＋ｃｒα（
·
ｒｒｊ－

·
ｒｌｉ）

Ｍｒｙｉ ＝ｋｒα（ψｒｒｊ－ψｒｌｉ）＋ｃｒα（ψ
·
ｒｒｊ－ψ

·
ｒｌｉ

烅

烄

烆 ）
（２１）

Ｆｒｘｊ ＝－Ｆｒｘｉ　　 Ｆｒｙｊ ＝－Ｆｒｙｉ
Ｍｒｘｊ ＝－Ｍｒｘｉ　　Ｍｒｙｊ ＝－Ｍｒｙ｛ ｉ

（２２）

１．３．４　机匣 －机匣间的弹性连接

对于机匣间的弹性连接 ＣＣｋ（ｋ＝１，２，…，

Ｎ），设机匣１第ｉ个节点与机匣２第ｊ个节点用
螺栓相连，螺栓的径向刚度为ｋｃｒ，角向刚度为
ｋｃα，径向阻尼为ｃｃｒ，角向阻尼为ｃｃα，设机匣１第ｉ
个节点的位移为ｘｃ１ｉ，ｙｃ１ｉ，ｃ１ｉ，ψｃ１ｉ，速度为ｘ

·
ｃ１ｉ，

ｙ
·
ｃ１ｉ，

·
ｃ１ｉ，ψ

·
ｃ１ｉ；机匣２第ｊ个节点的位移为ｘｃ２ｊ，

ｙｃ２ｊ，ｃ２ｊ，ψｃ２ｊ，速度为ｘ
·
ｃ２ｊ，ｙ

·
ｃ２ｊ，

·
ｃ２ｊ，ψ

·
ｃ２ｊ．则作用在

机匣１节点ｉ上的力和力矩Ｆｘｉ，Ｆｙｉ，Ｍｘｉ，Ｍｙｉ，以
及作用在机匣２节点ｊ上的力和力矩Ｆｘｊ，Ｆｙｊ，

Ｍｘｊ为

Ｆｃ１ｘｉ ＝ｋｃｒ（ｘｃ２ｊ－ｘｃ１ｉ）＋ｃｃｒ（ｘ
·
ｃ２ｊ－ｘ

·
ｃ１ｉ）

Ｆｃ１ｙｉ ＝ｋｃｒ（ｙｃ２ｊ－ｙｃ１ｉ）＋ｃｃｒ（ｙ
·
ｃ２ｊ－ｙ

·
ｃ１ｉ）

Ｍｃ１ｘｉ ＝ｋｃα（ｃ２ｊ－ｃ１ｉ）＋ｃｃα（
·
ｃ２ｊ－

·
ｃ１ｉ）

Ｍｃ１ｙｉ ＝ｋｃα（ψｃ２ｊ－ψｃ１ｉ）＋ｃｃα（ψ
·
ｃ２ｊ－ψ

·
ｃ１ｉ

烅

烄

烆 ）
（２３）

Ｆｃ２ｘｊ ＝－Ｆｃ１ｘｉ　　Ｆｃ２ｙｊ ＝－Ｆｃ１ｙｉ
Ｍｃ２ｘｊ ＝－Ｍｃ１ｘｉ　 Ｍｃ２ｙｊ ＝－Ｍｃ１ｙ｛ ｉ

（２４）

１．３．５　机匣－基础间（安装节）弹性支承

对于机匣与基础间安装节的弹性支承 ＣＢｋ
（ｋ＝１，２，…，Ｎ），设机匣第ｉ个节点与基础用弹
性支承相连，支承的连接刚度为ｋｃｘ，ｋｃｙ．连接阻尼
为ｃｃｘ，ｃｃｙ，设机匣第ｉ个节点的位移为ｘｃｉ，ｙｃｉ，速

度为ｘ·ｃｉ，ｙ
·
ｃｉ．则作用在机匣节点ｉ上的力Ｆｃｘｉ，

Ｆｃｙｉ为

Ｆｃｘｉ ＝－ｋｃｘｘｃｉ－ｃｃｘｘ
·
ｃｉ

Ｆｃｙｉ ＝－ｋｃｙｙｃｉ－ｃｃｙｙ
·
ｃ

烅
烄

烆 ｉ

（２５）

１．４　时域数值仿真求解方法

由于复杂转子－支承－机匣耦合系统动力学模
型自由数较多，且存在大量非线性因素，求取系统
非线性响应的唯一有效方法是数值积分法．本文
采用Ｎｅｗｍａｒｋ－β法和一种改进的Ｎｅｗｍａｒｋ－β法
（新型显示积分法———翟方法［１２］）相结合的方法
对微分方程组进行求解，其中利用Ｎｅｗｍａｒｋ－β法
对容易形成矩阵的转子和机匣有限元模型进行求

解，利用翟方法对不需要形成矩阵的支承连接部
件进行求解．该方法的特点是只需要组装单个转
子或机匣部件的动力学矩阵，而不需要形成整个系
统庞大的矩阵，求解效率很高．流程图如图５所示．
设系统的动力学方程可表示成如下统一形式：
［Ｍ］｛Ａ｝＋［Ｃ］｛Ｖ｝＋［Ｋ］｛Ｘ｝＝ ｛Ｐ｝

（２６）
式中［Ｍ］，［Ｃ］，［Ｋ］分别为系统惯量、阻尼、刚度

７４２
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矩阵；｛Ｘ｝为系统的广义位移向量；｛Ｖ｝为系统的
广义速度向量；｛Ａ｝为系统的广义加速度向量；
｛Ｐ｝为系统的广义载荷向量．

图５　复杂转子－支承－机匣耦合动力学求解流程

Ｆｉｇ．５　Ｓｏｌｖｉｎｇ　ｆｌｏｗ　ｆｏｒ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｒｏｔｏｒ－ｓｕｐｐｏｒｔ

ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃｓ

Ｎｅｗｍａｒｋ－β法的假定为
｛Ｘ｝ｎ＋１ ＝ ｛Ｘ｝ｎ＋｛Ｖ｝ｎΔｔ＋

　　 １
２－（ ）α ｛Ａ｝ｎΔｔ２＋α｛Ａ｝ｎ＋１Δｔ２

｛Ｖ｝ｎ＋１ ＝ ｛Ｖ｝ｎ＋（１－β）｛Ａ｝ｎΔｔ＋
　　　　　　β｛Ａ｝ｎΔ

烅

烄

烆 ｔ
（２７）

式中α，β为控制参数，通常α＝０．２５，β＝０．５．Ｎｅ－
ｗｍａｒｋ－β法的求解决步骤为

１）初始计算

① 形成刚度矩阵［Ｋ］，质量矩阵［Ｍ］及阻尼
矩阵［Ｃ］；② 获得初始值｛Ｘ０｝，｛Ｖ０｝，｛Ａ０｝；③ 选
择步长Δｔ、参数α，β，计算常数

ａ０ ＝ １
αΔｔ２

，　ａ１ ＝ β
αΔｔ

，

ａ２ ＝ １
αΔｔ
，　ａ３ ＝ １２α－

１，

ａ４ ＝βα －
１，　ａ５ ＝Δｔ２

β
α －（ ）２ ，

ａ６ ＝Δｔ（１－β），　ａ７ ＝βΔ

烅

烄

烆 ｔ

（２８）

　　④ 形成有效刚度矩阵
［珟Ｋ］＝ ［Ｋ］＋ａ０［Ｍ］＋ａ１［Ｃ］

　　⑤ 求逆矩阵 ［珟Ｋ］－１．
２）对于每个时间步长计算

①ｎ＋１时刻的载荷向量
｛珟Ｐｎ＋１｝＝ ｛Ｐｎ｝＋［Ｍ］（ａ０｛Ｘｎ｝＋ａ２｛Ｖｎ｝＋
ａ３｛Ａｎ｝）＋［Ｃ］（ａ１｛Ｘｎ｝＋ａ４｛Ｖｎ｝＋ａ５｛Ａｎ｝）

（２９）

　　② 求ｎ＋１时刻的位移、速度及加速度
｛Ｘｎ＋１｝＝ ［珟Ｋ］－１｛珟Ｐｎ＋１｝ （３０）

｛Ａｎ＋１｝＝ａ０（｛Ｘｎ＋１｝－Ｘｎ｝）－ａ２｛Ｖｎ｝－ａ３｛Ａｎ｝
（３１）

｛Ｖｎ＋１｝＝ ｛Ｖｎ｝＋ａ６｛Ａｎ｝＋ａ７｛Ａｎ＋１｝ （３２）

　　对于式（２６），翟方法的积分格式
｛Ｘ｝ｎ＋１ ＝ ｛Ｘ｝ｎ＋｛Ｖ｝ｎΔｔ＋

　　 １
２＋（ ）ψ ｛Ａ｝ｎΔｔ２－ψ｛Ａ｝ｎ－１Δｔ

２

｛Ｖ｝ｎ＋１ ＝ ｛Ｖ｝ｎ＋｛１＋｝｛Ａ｝ｎΔｔ－
　　　　　　｛Ａ｝ｎ－１Δ

烅

烄

烆 ｔ

（３３）

式中Δｔ为时间积分步长；下标ｎ代表ｔ＝ｎΔｔ瞬
时；下标ｎ＋１代表ｔ＝（ｎ＋１）Δｔ瞬时；下标ｎ－１
代表ｔ＝（ｎ－１）Δｔ瞬时；ψ，为积分参数，通常选
取ψ＝＝１／２．
对比两种方法可以发现，Ｎｅｗｍａｒｋ－β法需要

形成动力学矩阵，但是不要求质量矩阵对角化，而
翟方法不要求形成动力学矩阵，可以直接从微分
方程进行求解，但是要求质量阵为对角阵，因此本
文采用隐式积分的 Ｎｅｗｍａｒｋ－β和显式积分的翟
方法相结合的方法来进行求解，可以避免形成庞
大的动力学矩阵，大大提高了系统建模的效率和
求解的速度．
本文根据流程图５，自行开发了航空发动机

整机振动建模与分析系统软件ＥＶＤＹＮＡ（ａｅｒｏ－
ｅｎｇｉｎｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ）．

２　基于转子实验器的模型验证

２．１　基于转子－滚动轴承实验器的模型验证

２．１．１　转子－滚动轴承故障实验器

由沈阳航空发动机设计研究所设计制造的转

子－滚动轴承故障实验器能有效地模拟航空发动
机转子不平衡以及滚动轴承常见故障．转子－滚动
轴承故障实验器实物图及动力学模型如图６所
示．该转子故障实验器包括转轴、转子圆盘、法兰
连接盘、轴承座、调速电动机、齿轮增速器等，该实
验器上可以灵活地安装振动位移、转速、加速度传
感器，进行综合性的振动测试．该实验器为一个单
跨双盘转子，转盘的振动位移由水平和垂直两个
方向的电涡流位移传感器测取，转速为一个安装
在增速器和转轴连接处的电涡流传感器测取，该
传感器感受由旋转引起的位移脉冲，通过计数来
获取转速．
在转子－支承耦合系统模型图中，具有两个转

盘Ｐ１ 和Ｐ２，其中Ｐ１ 为转子圆盘；Ｐ２ 为法兰盘，其
与齿轮输出轴相连．两个支承Ｓ１，Ｓ２，Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，
Ｌ４ 为各部分在转轴上的位置．

２．１．２　模态分析验证

１）实验模态分析

８４２



　第２期 陈　果：航空发动机整机振动耦合动力学模型及其验证

图６　转子－滚动轴承实验器

Ｆｉｇ．６　Ｒｏｔｏｒ－ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｔｅｓｔｅｒ

本文对实验器进行自然支承状态下的模态分

析，采用锤击法来进行模态实验，主要仪器设备包
括：美国ＮＩ（Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔ）公司的ＮＩ９２３４
动态信号采集模块、美国 ＥＮＤＥＶＣＯ 公司的

３０９２７型力锤及丹麦Ｂ　＆Ｋ（Ｂｒｕｅｌ　ａｎｄ　Ｋｊａｅｒ）公
司的 ４５０８ 型ＩＣＰ（ｉｎｔｅｒｇｒａｔｅｄ　ｃｉｒｃｕｉｔ　ｐｉｅｚｏｅｌｅ
ｃｔｒｉｃ）加速度传感器．采取单测量点、多点激励的
方案．将实验器转轴从支承Ｓ１ 到支承Ｓ２ 均匀敲
击２０个点，记为点１、点２、…、点２０，加速度传感
器布置在第４点上，测取加速度响应信号，最后将
力信号和加速度信号同时输入采集器，并通过模
态分析软件得到实验器模态参数．
２）计算模态分析
对于有限元转子－支承耦合动力学模型，将转

轴从左端到右端等分为２４个单元，得到２５个节
点，支承Ｓ１ 在节点４，支承Ｓ２ 在节点２２，锤击点
固定在节点７，测点从节点１到节点２５变化，这
样得到的是频率响应函数矩阵的一列，而实验中
得到的是一行，它们同样都包含了所有模态信息．
在计算中模拟实验的敲击法是对节点７施加一个
脉冲力，通过仿真计算得到转子各节点的加速度
响应，然后将响应输入到模态分析软件，得到系统
固有频率和固有振型．
３）计算模态与实验模态分析结果比较
模型动力学参数如表１～表３所示．其中表１

为转子计算参数；表２为滚动轴承参数；表３为支
承参数．

表１　转子主要计算参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ－ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｔｅｓｔ　ｒｉｇ

计算参数 数值

弹性模量Ｅ／１０１１Ｐａ　 ２．１

轴直径Ｄ／ｍ　 ０．０１９

密度ρ／１０
３（ｋｇ／ｍ３） ７．８

泊松比μ ０．３

比例阻尼系数α０ ５

比例阻尼系数α／１０－５　 １．３５

Ｌ１／ｍｍ　 １００

Ｌ２／ｍｍ　 ３４２

Ｌ３／ｍｍ　 ３７０

Ｌ４／ｍｍ　 １３０

盘Ｐ１ 质量ｍｐ／ｋｇ　 ２．４

盘Ｐ１ 极惯性矩Ｊｄｐ１／（ｋｇ·ｍ２） ０．０１２　５

盘Ｐ１ 赤道惯性矩Ｊｄｄ１／（ｋｇ·ｍ２） ０．００６　２５

盘Ｐ２ 质量ｍｐ２／ｋｇ　 ０．４５

盘Ｐ２ 极惯性矩Ｊｄｐ２／（ｋｇ·ｍ２） ０．０００　２５

盘Ｐ２ 赤道惯性矩Ｊｄｄ２／（ｋｇ·ｍ２） ０．０００　１２５

表２　滚动轴承参数

Ｔａｂｌｅ　２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ

参数 数值

节圆直径Ｄｍ／ｍｍ　 ３６

滚珠直径ｄ／ｍｍ　 ９．６

外滚道半径ｒ／ｍｍ　 ２２．８

内滚道半径ｒ／ｍｍ　 １３．２

滚珠个数Ｎｂ ７

接触刚度Ｃｂ／１０９（Ｎ／ｍ３／２） １１．６７

轴承间隙ｒ０／μｍ　 ０

外圈质量ｍｗ／ｋｇ　 ０．０８

轴承座质量ｍｂ／ｋｇ　 ７６

表３　支承参数

Ｔａｂｌｅ　３　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｓｕｐｐｏｒｔｓ

ｋｔ／１０８（Ｎ／ｍ）ｃｔ／（Ｎ·ｓ／ｍ）ｋｆ／１０７（Ｎ／ｍ）ｃｆ／（Ｎ·ｓ／ｍ）

１．０　 ５００　 ３．０　 ２　０００

　　图７为实验和仿真得到的原点幅频响应函
数，表４为实验模态和计算模态参数的比较，图８
为对应于前４阶固有频率的振型比较．在振型图

９４２
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的比较中，由于实验模态分析仅仅敲击了Ｓ１ 到

Ｓ２ 之间的轴，因此所得到的振型为图８虚线之间
的部分，而计算模态分析可以得到从最左端到最
右端的整个转轴的振型，因此其振型还包括了图

８中虚线以外的部分．

图７　原点幅频响应函数比较

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ　ｏｒｉｇｉｎ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

图８　前４阶振型比较

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｓｈａｐｅｓ

从图７、图８及表４对比分析可知，耦合系统
的各阶仿真计算值均接近于实验值，转子计算振
型较接近实验振型，仿真值与实验值吻合较好，证
明了本文建模方法的正确有效性．

表４　频率识别结果

Ｔａｂｌｅ　４　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ

第１阶 第２阶 第３阶 第４阶

实验频率／Ｈｚ　３５．７５　 １４６．３８　 ２６０．２０　 ４８５．７９

仿真频率／Ｈｚ　３７．８１　 １４８．８６　 ２５５．８０　 ４８８．１２

２．１．３　转子不平衡响应分析

在转子－滚动轴承故障实验器上进行临界转
速验证，调节电机转速从１　６００ｒ／ｍｉｎ变化到

４　０００ｒ／ｍｉｎ，通过位于转子圆盘处水平和垂直方
向的电涡流位移传感器来拾取其振动位移信号，
由此可以得到转子响应的转速－振幅关系图．运用
本文提出的新型耦合动力学模型，进行仿真计算，
转子和支承参数，参照表１～表３．在设置转盘偏
心距为０．０３ｍｍ的情况，改变转速，通过数值积

分方法得转子系统响应．仿真和实验得到的转子
不平衡响应的转速－振幅图如图９所示．在图９
中，由于系统临界转速下转盘处振幅过大，超过了
电涡流传感器的测量范围，因此未能测得其实验
值．从图中可以看出，实验结果和模型仿真结果达
到很好的一致性．

图９　转子水平响应的转速－幅值图

Ｆｉｇ．９　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｒｏｔａｔｉｎｇ　ｓｐｅｅｄ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ

ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｉｎ　ｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

２．２　基于转子－滚动轴承－机匣实验器的
模型验证　　

２．２．１　转子－滚动轴承－机匣实验器

为了与真实的航空发动机接近，由沈阳航空
发动机设计研究所设计制造的航空发动机转子故

障实验器．该实验器在结构设计上，首先考虑在外
形上与发动机核心机的机匣一致，尺寸缩小３倍；
内部结构作了必要简化，将核心机简化为０－２－０
支承结构形式，并设计了可调刚度支承结构以调
整系统的动特性；多级压气机简化为单级的盘片
结构；叶片简化为斜置平面形状；封严蓖齿为可
拆卸的；轴为实心按刚性设计，最大工作转速为

７　０００ｒ／ｍｉｎ．压气机盘与轴、涡轮盘与轴、接手与
轴的连接采用圆锥形配合面和１８０°双键连接．采
用电机驱动，取消了火焰筒，即得到一个单转子系
统模型．该实验器的真实图片如图１０（ａ）所示，剖
面图如图１０（ｂ）所示．
图１１为实验器转子和机匣结构示意图，转子

包括三个圆盘，其中Ｐ１ 为法兰盘，Ｐ２ 为压气机
盘，Ｐ３ 为涡轮盘；机匣包括７段，即 ＡＢ，ＢＣ，ＣＤ，

ＤＥ，ＥＦ，ＦＧ，ＧＨ，机匣之间为螺栓连接，转子和
机匣之间存在两个支承连接，即ＲＣ１ 和ＲＣ２．基
本尺寸如图１１中标注所示．其他详细参数见表

５～表１１所示．

０５２
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图１０　航空发动机转子实验器

Ｆｉｇ．１０　Ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ　ｒｏｔｏｒ　ｒｉｇ

图１１　航空发动机转子实验器结构示意图（单位：ｍｍ）

Ｆｉｇ．１１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ

ｒｏｔｏｒ　ｒｉｇ（ｕｎｉｔ：ｍｍ）

表５　转子与机匣有限元模型的单元数目

Ｔａｂｌｅ　５　Ｕｎｉｔ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ａｎｄ　ｃａｓｉｎｇｓ

转子 机匣ＡＢ 机匣ＢＣ 机匣ＣＤ 机匣ＤＥ 机匣ＥＦ 机匣ＦＧ 机匣ＧＨ

２１　 ２　 ２　 ５　 ２　 ５　 ２　 ２

表６　转子主要计算参数

Ｔａｂｌｅ　６　Ｍａｉｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ

参数 盘Ｐ１ 盘Ｐ２ 盘Ｐ３

质量ｍｐ／ｋｇ ０．５　 １０　 １０

极惯性矩Ｊｄｐ／（ｋｇ·ｍ２） ０．００５　 ０．０５　 ０．０５

赤道惯性矩Ｊｄｄ／（ｋｇ·ｍ２） ０．００２　５　 ０．０２５　 ０．０２５

弹性模量Ｅ／１０１１　Ｐａ　 ２．１　 ２．１　 ２．１

泊松比μ ０．３　 ０．３　 ０．３

密度ρ／１０
３（ｋｇ／ｍ３） ７．８　 ７．８　 ７．８

比例阻尼系数α０ ５　 ５　 ５

比例阻尼系数α１／１０－５　 １．３５　 １．３５　 １．３５

表７　机匣主要计算参数

Ｔａｂｌｅ　７　Ｍａｉｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｃａｓｉｎｇｓ

壁厚／ｍｍ

ＡＢ　ＢＣ　ＣＤ　ＤＥ　ＥＦ　ＦＧ　ＧＨ

弹性模量

Ｅ／１０１１Ｐａ

密度

ρ／１０
３（ｋｇ／ｍ３）

泊松比

μ

比例阻尼系数

α０

比例阻尼系数

α１／１０－５

２　 １０　 ２　 ２　 ２　 １０　 ２　 ２．１　 ７．８　 ０．３　 ５　 １．３５

１５２
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表８　滚动轴承主要参数

Ｔａｂｌｅ　８Ｍａｉｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ

节圆直径

Ｄｍ／ｍｍ

滚珠直径

ｄ／ｍｍ

外滚道半径

Ｒ／ｍｍ

内滚道半径

ｒ／ｍｍ

滚珠个数

Ｎｂ

接触刚度

Ｃｂ／１０９（Ｎ／ｍ３／２）
轴承间隙

ｒ０／ｕｍ

外圈质量

ｍｗ／ｋｇ

轴承座质量

ｍｗ／ｋｇ

３６　 ９．６　 ２２．８　 １３．２　 ７　 １１．６７　 ５　 ０．０８　 １０

表９　转子－机匣支承参数

Ｔａｂｌｅ　９　Ｓｕｐｐｏｒｔ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ－ｃａｓｉｎｇ

支承 转子节点 机匣（节点） ｋｔ／（１０６　Ｎ／ｍ） ｃｔ／（Ｎ·ｓ／ｍ） ｋｆ／１０６（Ｎ／ｍ） ｃｆ／（Ｎ·ｓ／ｍ）

ＲＣ１ ７ ＢＣ（２） ３．５　 ５００　 ５．０　 ５００

ＲＣ２ ２０ ＦＧ（２） ３．５　 ５００　 ５．０　 ５００

表１０　机匣－机匣连接参数

Ｔａｂｌｅ　１０　Ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｃａｓｉｎｇ－ｃａｓｉｎｇ

连接 左机匣（节点） 右机匣（节点） ｋｒ／１０７（Ｎ／ｍ） ｋα／１０５（Ｎ·ｍ／ｒａｄ） ｃｔ／（Ｎ·ｓ／ｍ） ｃα／（Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ）

ＣＣ１ ＡＢ（３） ＢＣ（１） ５．０　 １．０　 ５００　 １００

ＣＣ２ ＢＣ（３） ＣＤ（１） ５．０　 １．０　 ５００　 １００

ＣＣ３ ＣＤ（６） ＤＥ（１） ５．０　 １．０　 ５００　 １００

ＣＣ４ ＤＥ（３） ＥＦ（１） ５．０　 １．０　 ５００　 １００

ＣＣ５ ＥＦ（６） ＦＧ（１） ５．０　 １．０　 ５００　 １００

ＣＣ６ ＦＧ（３） ＧＨ（１） ５．０　 １．０　 ５００　 １００

表１１　机匣－基础连接参数

Ｔａｂｌｅ　１１　Ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｃａｓｉｎｇ－ｂａｓｅ

连接 机匣（节点） ｋｃ／１０７（Ｎ／ｍ） ｋα／（Ｎ·ｍ／ｒａｄ） ｃｃ／（Ｎ·ｓ／ｍ） ｃα／（Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ）

ＣＢ１ ＢＣ（２） ５．０　 ０　 ５００　 ０

ＣＢ２ ＦＧ（２） ５．０　 ０　 ５００　 ０

２．２．２　整机模态实验验证
本文对实验器进行自然支承状态下的模态分

析，采用锤击法和正弦扫描法两种方法来进行模
态实验，主要仪器设备包括：美国 ＮＩ公司的

ＮＩ９２３４动态信号采集模块、美国ＥＮＤＥＶＣＯ公
司的３０９２７型力锤、南京航空航天大学振动工程
研究所ＨＥＶ－５０Ａ激振器及丹麦Ｂ＆Ｋ公司的４５０８
型ＩＣＰ加速度传感器．实验实物图如图１２所示．
利用本文计算模型，在转子的对应节点进行

锤击和正弦激励，在对应的机匣测点获取加速度
响应，利用实验和仿真计算得到的激励点和测试
点间的跨点频响函数如图１３和图１４所示．

图１２　实验器模态实验实物图

Ｆｉｇ．１２　Ｍｏｄａｌ　ｔｅｓｔ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｔｅｓｔｅｒ

２５２
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图１３　锤击法得到的跨点频响函数

Ｆｉｇ．１３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｂｙ　ｈａｍｍｅｒ

图１４　正弦扫描法得到的跨点频响函数

Ｆｉｇ．１４　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｂｙ　ｓｉｎｅ　ｓｃａｎｎｉｎｇ

　　从图１３和图１４中可以看出，整机模态频率
在５０，１００Ｈｚ和１４０Ｈｚ附近的吻合较好，而实验
中出现的８７Ｈｚ和１８６Ｈｚ的频率仿真未模拟出
来，这可能是由于理论模型与实际模型的差异所
在，不过该结果在一定程度上反映了理论模型与
实际模型的接近程度．

３　结　论

１）针对航空发动机整机振动，建立了一种新
的整机耦合动力学模型．在模型中利用有限元方
法对转子和机匣系统进行建模，考虑转子和机匣
的剪切变形和转动惯量，以及转子旋转产生的陀
螺力矩，计入了滚动轴承、挤压油膜阻尼器的非线
性．运用时域直接数值积分获取系统动力学响应．
２）定义了多种支承连接方式，即：转子－机匣
间的支承连接、转子间联轴器连接、转子间中介轴
承联结、机匣间螺栓连接以及机匣间弹性支承连
接等．多种连接方式可以自由组合从而形成复杂
的转子－支承－机匣结构．

３）针对实际转子－滚动轴承实验台、转子－滚
动轴承－机匣故障实验器，建立了转子－支承耦合
动力学模型和转子－支承－机匣耦合动力学模型，
利用转子实验器进行了模态实验，并与计算结果
进行了比较，结果达到了较好的一致性，在一定程
度表明本文所建立建模方法的正确有效性．
４）本文研究工作对于进一步建立更为复杂
的航空发动机整机模型，模拟含故障的航空发动
机整机振动响应以及动力学特征提供了重要方法

和思路．
５）限于篇幅，关于论文中的挤压油膜阻尼器
建模和转子联轴器连接建模、以及双转子建模等
方面的实验验证工作将在后续工作中深入研究．
致谢：
感谢沈阳发动机设计研究所王德友研究员、
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３５２
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在实验方面所做的协助工作．

参考文献：
［１］　《航空发动机设计手册》总编委会．航空发动机设计手册第

１９册：转子动力学及整机振动［Ｍ］．北京：航空工业出版

社，２０００：２０８－２２６．

Ａｅｒｏｅｎｇｉｎｅ　Ｄｅｓｉｇｎ　Ｍａｎｕａｌ　Ｃｏｍｐｉｌｉｎｇ　Ｃｏｍｍｉｔｔｅｅ．Ａｅｒｏ－

ｅｎｇｉｎｅ　ｄｅｓｉｇｎ　ｍａｎｕａｌ　１９ｔｈ　ｐａｒｔ：ｒｏｔｏｒ　ｄｙｎａｍｉｃｓ　ａｎｄ　ｗｈｏｌｅ－

ｅｎｇｉｎｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ａｖｉａｔｉｏｎ　Ｉｎｄｕｓｔｒｙ　Ｐｒｅｓｓ，

２０００：２０８－２２６（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２］　苏民，戴远建．复杂转子整机振动计算［Ｊ］．热能动力工程，

１９８８，３（６）：４４－５０．

ＳＵ　Ｍｉｎ，ＤＡＩ　Ｙｕａｎｊｉａｎ．Ｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｃｏｍｐｌｅｘ　ｃｏｍ－

ｐｏｓｉｔｅ　ｒｏｔｏｒ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　ｆｏｒ　Ｔｈｅｒ－

ｍａｌ　Ｅｎｅｒｇｙ　ａｎｄ　Ｐｏｗｅｒ，１９８８，３（６）：４４－５０．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［３］　郑旭东，张连祥，刘廷毅．航空发动机整机振动特性及应变

能计算与分析［Ｊ］．航空发动机，２０００（２）：４２－４６．

ＺＨＥＮＧ　Ｘｕｄｏｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｌｉａｎｘｉａｎｇ，ＬＩＵ　Ｔｉｎｇｙｉ．Ａｎａｌ－

ｙｓｉｓ　ｏｆ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ａｎｄ　ｐｏｔｅｎｔｉａｌ　ｅｎｅｒｇｙ　ｏｆ

ｗｈｏｌｅ　ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ［Ｊ］．Ａｅｒｏｅｎｇｉｎｅ，２０００，（２）：４２－４６．（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［４］　欧园霞，李平．用模态综合法分析发动机整机振动特性

［Ｊ］．航空动力学报，１９８７，２（３）：２０９－２８１．

ＯＵ　Ｙｕａｎｘｉａ，ＬＩ　Ｐｉｎｇ．Ｍｏｄｅ　ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｅｎｔｉｒｅ　ｅｎｇｉｎｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｅｒｏｓｐａｃｅ

Ｐｏｗｅｒ，１９８７，２（３）：２０９－２８１．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［５］　洪杰，王华，肖大为，等．转子支承动刚度对转子动力特性

的影响分析［Ｊ］．航空发动机，２００８，３４（１）：２３－２７．

ＨＯＮＧ　Ｊｉｅ，ＷＡＮＧ　Ｈｕａ，ＸＩＡＯ　Ｄａｗｅｉ，ｅｔ　ａｌ．Ｅｆｆｅｃｔｓ　ｏｆ　ｄｙ－

ｎａｍｉｃ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｏｎ　ｒｏｔｏｒｄｙｎａｍｉｃ　ｃｈａｒａｃｔｅｒ－

ｉｓｔｉｃｓ［Ｊ］．Ａｅｒｏｅｎｇｉｎｅ，２００８，３４（１）：２３－２７．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［６］　Ｓｕｎ　Ｇ，Ｋａｕｓｈｉｋ　Ｎ，Ｐａｌａｚｚｏｌｏ　Ａ　Ｂ，ｅｔ　ａｌ．Ａｎ　ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ　ａｌｇｏ－

ｒｉｔｈｍ　ｆｏｒ　ｂｌａｄｅ　ｌｏｓｓ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ　ｕｓｉｎｇ　ａ　ｈｉｇｈ　ｆｉｄｅｌｉｔｙ　ｂａｌｌ

ｂｅａｒｉｎｇ　ａｎｄ　ｄａｍｐｅｒ　ｍｏｄｅｌ［Ｃ］∥Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　１９ｔｈ

Ｂｉｅｎｎｉａｌ　Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ　ｏｎ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｎｏｉｓｅ．

Ｃｈｉｃａｇｏ，ＵＳＡ：ＡＳＭＥ，２００３：１０１１－１０２０．
［７］　Ｓｕｎ　Ｇ，Ｐａｌａｚｚｏｌｏ　Ａ，Ｐｒｏｖｅｎｚａ　Ａ，ｅｔ　ａｌ．Ｌｏｎｇ　ｄｕｒａｔｉｏｎ　ｂｌａｄｅ

ｌｏｓｓ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ　ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｇｒｏｗｔｈｓ　ｄｕａｌ－ｒｏｔｏｒ　ｇａｓ

ｔｕｒｂｉｎｅ　ｅｎｇｉｎｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｏｕｎｄ　ａｎｄ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００８，

３１６（１－５）：１４７－１６３．
［８］　Ｈａｉ　Ｐ　Ｍ，Ｂｏｎｅｌｌｏ　Ｐ．Ａｎ　ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ　ｒｅｃｅｐｔａｎｃｅ　ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ　ｆｏｒ

ｔｈｅ　ｔｉｍｅ　ｄｏｍａｉｎ　ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ａ　ｗｈｏｌｅ

ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ

Ｓｏｕｎｄ　ａｎｄ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００８，３１８（３）：５９２－６０５．
［９］　Ｃｈｅｎ　Ｇ．Ａ　ｎｅｗ　ｒｏｔｏｒ－ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ－ｓｔａｔｏｒ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ

ｍｏｄｅｌ　ｆｏｒ　ｗｈｏｌｅ　ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｖｉ－

ｂｒａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ａｃｏｕｓｔｉｃｓ，２００９，１３１（６）：０６１００９（９ｐａｇｅｓ）．
［１０］　Ｃｈｅｎ　Ｇ，Ｌｉ　Ｃ　Ｇ，Ｗａｎｇ　Ｄ　Ｙ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ

ａｎｄ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ　ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ－ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ－ｓｕｐｐｏｒｔ－

ｓｔａｔｏｒ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｓｙｓｔｅｍ　ｆｏｒ　ａｅｒｏｅｎｇｉｎｅ　ｗｉｔｈ　ｒｕｂｂｉｎｇ　ｃｏｕ－

ｐｌｉｎｇ　ｆａｕｌｔｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　ｆｏｒ　Ｇａｓ　Ｔｕｒｂｉｎｅｓ

ａｎｄ　Ｐｏｗｅｒ，２０１０，１３２（２）：０２２５０１（９ｐａｇｅｓ）．
［１１］　Ｃｈｅｎ　Ｇ．Ｓｔｕｄｙ　ｏｎ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｆ　ａｎ　ｕｎｂａｌ－

ａｎｃｅｄ　ｒｏｔｏｒ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｏｎ　ｂａｌｌ　ｂｅａｒｉｎｇ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｖｉｂｒａ－

ｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ａｃｏｕｓｔｉｃｓ，２００９，１３１（６）：０６１００１（９ｐａｇｅｓ）．
［１２］　Ｚｈａｉ　Ｗ　Ｍ．Ｔｗｏ　ｓｉｍｐｌｅ　ｆａｓｔ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｆｏｒ　ｌａｒｇｅ－

ｓｃａｌｅ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｉｎ　ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９６，３９
（２４）：４１９９－４２１４．

４５２


