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传统车辆模型与车辆2轨道耦合模型的垂向
随机振动响应分析及比较

陈　果, 　翟婉明, 　蔡成标, 　王其昌
(西南交通大学 列车与线路研究所, 四川 成都　610031)

摘　要: 基于车辆2轨道耦合动力学原理, 运用随机振动理论进行了轮轨系统中传统车辆模型与车辆2轨道耦合

模型的垂向随机振动响应比较分析。结果表明, 传统车辆模型仅适用于轮轨系统的低频振动分析, 在研究高频振

动时将产生大的误差; 而车辆2轨道耦合模型则可适用于轮轨系统整个频率带的随机振动分析。
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　　长期以来, 在研究铁道车辆的振动形态时, 习惯上

以车辆本身作为分析系统, 而将轨道状态 (轨道不平

顺)视作激扰源, 通过车轮向系统输入。这实质上是将

轨道结构视为“刚性基础”。事实上轨道系统是一个较

为复杂的弹性ö阻尼体系, 车辆的振动经由轮轨接触界

面, 将引起轨道结构体系的振动, 而轨道的振动反过来

又会通过钢轨和车轮向车辆系统传播, 从而对车辆振

动产生影响。可见, 车辆与轨道的振动是相互影响, 相

互耦合的。所以, 只有进行车辆2轨道耦合振动分析, 才

能更好地反映铁道车辆的振动规律, 使分析结果更加

趋于客观实际[ 1 ]。而传统的车辆模型必将在一定程度

上与实际情况产生较大的差异。因此, 很有必要探明两
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种模型在分析轮轨系统振动响应时的差别, 从而界定

出它们各自的适用范围, 为正确评价与分析铁道车辆

的振动性能提供必要的参考。

文献[1, 2 ]对轮轨系统在确定性激扰 (脉冲型和谐

波型激扰)作用下采用传统车辆模型与采用车辆2轨道

耦合模型所得振动形态首次进行了比较分析。结果表

明, 轮轨动力作用越强, 两种模型分析结果的差别越

大, 仅当分析长波不平顺时, 两种模型的计算结果才比

较接近。铁道车辆动力学试验与轨道检查记录表

明[ 3, 4 ] , 轨道不平顺具有随机性质, 由此激扰而引起的

车辆动态响应, 也是随机的。因此, 本文进一步对两种

模型的随机振动响应进行分析比较。作为文献[1, 2 ]的

延伸和补充, 在随机振动范畴内深入地探讨它们之间

的差异, 将能更为完善地界定出车辆2轨道耦合模型与

传统的车辆模型的各自适用范围。
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1　传统车辆振动模型与车辆2轨道垂向随机振

动分析模型

1. 1　传统的车辆垂向随机振动分析模型

传统的方法将整个轨道支承体系视为刚性固定基

础, 仅仅考虑车轮与钢轨之间的接触弹性, 而将轮轨不

平顺作为系统激扰从轮轨接触界面向车辆系统输入。

图 1 给出了一个较为详细的 10 自由度车辆垂向振动

模型。图中:M c、M t、M w 分别为车体 (包括载客或货物)

质量、转向架构架 (簧上) 质量和轮对 (簧下) 质量; J c、

J t 则是车体与转向架的点头惯量; K s1、K s2和C s1、C s2分

别为车辆一、二系悬挂刚度和阻尼; K H 为轮轨等效线

性接触刚度; Z 0i ( t) 代表第 i 位轮对处轮轨不平顺之位

移输入; P i ( t)则为轮轨间的作用力。

图 1　传统车辆垂向振动模型

1. 2　车辆2轨道耦合系统垂向随机振动分析模型

运用车辆2轨道耦合动力学原理[ 1 ] , 将车辆系统与

轨道系统作为一个总体大系统, 建立了图 2 所示车辆2
轨道垂向耦合振动分析模型。图中车辆模型与传统分

析模型相同, 而轨道模型采用三层 (钢轨2轨枕2道床2
路基)连续弹性点支承无限长梁, 各个支承点以轨枕间

距隔开。其中m r、M si、M bi分别为钢轨单位长度质量、每

根轨枕质量及道床离散块质量; K p i、K bi、K f i和 C p i、

C bi、C f i依次为轨下胶垫、道床及路基的刚度和阻尼; E I

为钢轨抗弯刚度。

2　车辆2轨道垂向耦合模型随机振动微分方程

的求解

文献[1 ]和文献[5 ]将钢轨当作连续点支承的无限

长欧拉梁, 通过截取钢轨有限个模态实现将钢轨振动

的偏微分方程转化为二阶常微分方程组, 同时将轮轨

图 2　车辆2轨道垂向耦合振动模型

非线性接触弹性等效线性化, 从而最终形成车辆2轨道

耦合振动二阶常系数微分方程组

[M ]{qβ} + [C ]{qα} + [K ]{q} = [u ]{Z 0}

式中, [M ]——系统的质量矩阵; [C ]——系统的阻尼

矩阵; [K ]——系统的刚度矩阵; [u ]——系统的转换

矩阵; {Z 0}——轨道不平顺输入向量; {q}——系统的

广义位移向量。

为了计算系统的复频响应函数矩阵, 将向量{Z 0}

扩充为矩阵[Z 0 ], 令[Z 0 ]= [ I ]e iΞt, 响应矩阵[ q ]= [H

(Ξ) ]e iΞt, 将之代入矩阵运动微分方程得到

(- Ξ2 [M ] + iΞ[C ] + [K ]) [H (Ξ) ] = [u ] [ I ]

令 [A ]= (- Ξ2 [M ]+ iΞ[C ]+ [K ])

就有方程

[A ] [H (Ξ) ] = [u ] [ I ] ( 1 )

于是

[H (Ξ) ] = [A ]- 1 [u ] [ I ] ( 2 )

　　在具体计算中, 代入一系列选定的 Ξ 值, 计算式

( 1 ) 的非齐次复系数线性代数方程组的解, 得到一系

列相应的频率响应函数值, 从而构成[H (Ξ) ]。通过计

算表明, 在求解多自由度大系统的频率响应函数矩阵

时, 该方法比通过式 ( 2 ) 对矩阵求逆后再相乘的求解

方法要快得多。同时, 该方法也较文献[5 ]的模态分析

法要简便、直接。

根据随机振动理论, 输入功率谱密度和响应功率

谱密度函数之间的关系[ 6 ]

[S out (Ξ) ] = [H 3 (Ξ) ] [S in (Ξ) ] [H (Ξ) ]T

式中, [H
3 (Ξ) ]为 [H (Ξ) ]的共轭矩阵, [H (Ξ) ]T 为
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[H (Ξ) ]的转置矩阵。

下面仅考虑振动加速度响应, 当已知各个自由度

下的加速度自谱密度函数 S qβi
(Ξ) , 就可以计算它们的

振动加速度一阶矩函数矩阵

E [qβ] = [H (0) ]{ΛZ 0} ( 3 )

以及各自由度下的二阶矩均方响应函数

E [qβ2
i ] =∫

+ ∞

- ∞
S qβi

(Ξ) dΞ ( 4 )

式中, {ΛZ 0}为不平顺激扰函数向量{Z 0}的均值向量。

又由于轨道不平顺在通常情况符合平稳高斯过程的假

设, 所以系统的响应也为平稳高斯过程。其统计特征由

系统响应的一阶矩和二阶矩函数即可完全确定。

又加速度均方值中包含了加速度的均值和方差,

有

Ρ2
qβi

= [E qβ2
i ] - [E (qβi) ]2 ( 5 )

响应的最大值为

qβim ax = E (qβi) + rΡqβi
( 6 )

式中, r 为常数, 一般取为 3。对于中心化的轨道谱, 式

( 3 )中{ΛZ 0}= 0, 则 E (qβi) = 0, 所以代入式 ( 6 )得

qβim ax = 3Ρqβi

而 Ρqβi
由式 ( 5 )求得

Ρqβi
= E [qβ2

i ]

3　两种模型的随机振动响应比较

3. 1　轨道不平顺功率谱的选择

在轨道谱方面, 我国所做的工作还很少。文献[3 ]

改进了轨道不平顺测量方法, 给出了不平顺谱。文献

[4 ]将轨道不平顺分为几何的和弹性的两部分, 通过实

测和研究, 给出了我国É 级铁路轨道高低不平顺谱推

荐公式

S (f ) = 2. 775 × 10- 3

f 2 + 0. 887 9
f 4 + 2. 254 × 10- 2f 2 + 9. 61 × 10- 7 ( 7 )

　　上述不平顺谱最短波长约 1 m , 对 100 km öh 速度

的列车, 最大时间激振频率仅约 30 H z, 相对轨道振动

而言, 其频率远远低于轨道振动频率范围, 仅适合于分

析车辆振动和轨道低频振动。文献[8 ]实测了轨面垂向

不平顺, 将短波波长补充到 0. 01 m , 在此基础上给出

了我国 50 kgöm 标准轨线路垂向不平顺高波数的功

率谱密度函数近似表达式

S (f ) = 0. 36f - 3. 15 ( 8 )

　　使激扰频率范围可达到数千赫兹。本文进行随机

振动分析时, 波长大于 1 m 的轨道谱用式 ( 7 ) , 波长

从 0. 01 m 至 1 m 的轨道谱用式 ( 8 )。

由于本文研究的是两种模型的随机振动响应比

较, 所以, 为了在更广泛的频率范围上进行更为完善的

对比, 必须用上述方法拓展轨道不平顺的激励频率范

围。

本文所要比较的车辆为广深线准高速铁路客车车

辆, 轨道状态为 50 kgöm 钢轨、混凝土轨枕、碎石道床

所构成的普通线路。运行速度为 160 km öh, 轨道不平

顺的激励频率可达 f m ax= 4 440 H z。因此, 将待比较的

频率范围定为 0～ 1 000 H z。

3. 2　垂向平稳性指标的比较

国际上应用比较普遍的评价机车车辆运行平稳性

的方法为 Sperling 平稳性指数法。Sperling 平稳性指

数的计算公式为[ 7 ]

W z = (a3b3) 1ö10 ( 9 )

式中, a——加速度的幅值, 单位 cm ös2; b——加速度

的加权系数。

对于垂向平稳性, 其加速度加权系数为

b = 0. 588

[
1. 911f 2 + (0. 25f 2) 2

(1 - 0. 277f 2) 2 + (1. 563f - 0. 036 8f 2) 2 ]1ö2

(10)

　　以上两式中的 f 是单一频率, 单位H z。实际机车

车辆在运行过程中, 不平顺的频率并不是单一频率, 而

是存在于某一频率段内, 一般范围为 0. 1～ 30 H z。在

计算平稳性时, 将频域按 1ö3 倍频划分, 求出相应的中

心频率, 在 1ö3 倍频程范围内求出加速度响应功率谱

密度函数曲线下的面积, 即为 1ö3 倍频程的加速度均

方值, 开方后求得 1ö3 倍频程的加速度均方根值。把

1ö3 倍频程的中心频率和 1ö3 倍频程的加速度均方根

值按 Sperling 方法整理, 即可求出 1ö3 倍频程范围内

的平稳性指数。

在整个频域范围内的平稳性指数为

W Z = (W 10
Z 1 + W 10

Z 2 + ⋯ + W 10
Z i ) 1ö10 (11)

　　为了比较传统车辆模型和车辆2轨道模型计算客

车运行平稳性的差异, 分别对三种运行于广深线上的

准高速客车车辆进行了平稳性指数计算, 其运行速度

为 160 km öh。计算结果见表 1。
表 1　两种模型的垂向平稳性指标预测结果比较

车辆类型
垂向平稳性指标

车辆2轨道耦合模型 传统车辆模型

四方厂准高速客车 2. 252 2. 249

长客厂准高速客车 2. 059 2. 057

浦镇厂准高速客车 2. 003 2. 001

　　从表 1 可以看出, 两种模型的计算结果十分接近,

这说明了采用刚性轨道模型和采用弹性轨道模型对车

体的主振动几乎没有影响。由此看来, 用传统的车辆模
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型计算客车车辆的平稳性指标已具有足够的准确度。

3. 3　振动加速度的功率谱密度及最大值比较

图 3　车体沉浮振动加速度功率谱

图 4　构架沉浮振动加速度功率谱

图 5　轴箱振动加速度功率谱

图 6　轮轨作用力功率谱

运用上述理论, 进行了车辆系统各自由度振动加

速度及轮轨作用力的比较。功率谱的比较如图 3～ 图 6

所示, 振动加速度及轮轨力最大值的比较如表 2 所示。

通过功率谱的比较可以得出以下两个结论:

(1) 在车辆系统随机振动响应功率谱方面, 从图 3

～ 图 5 中可以看出, 传统车辆模型和车辆2轨道耦合模

型在计算响应谱的低频段时基本一致, 而在高频段 (大

于 100 H z) , 二者相差甚大, 其中轴箱振动加速度差别

尤为突出。由图 5 可以发现在弹性轨道上车轮振动加

速度的主频率约在 30 H z 和 60 H z 左右, 同时从车体

振动功率谱 (见图 3) 上基本上看不出在主频率位置具

有共振峰, 这是由于车轮的振动在很大程度上被一、二

系悬挂衰减了, 所以极少能传递到车体, 从而在车体上

基本反映不出此阶频率的振动, 而在构架振动功率谱

(见图 4) 上仍可看出主频位置的共振, 这说明车轮的

振动通过一系悬挂部分地传递给了构架。对比起来, 从

图 5 还可以看出, 在刚性轨道上车轮振动加速度除了

在 30 H z 和 60 H z 处具有与前者相当的共振量外, 而

且在 140 H z 左右, 还具有一个特别大的共振峰, 同时

引起车体和构架在该频率位置也出现一个很大的共振

峰 (见图 1 和图 2) , 这显然与实际不符。出现车轮高阶

频率的强烈共振正是由于分析中采用了刚性轨道这一

假设所引起。

(2)在轮轨作用力方面, 从图 6 中可以发现轮轨作

用力的频率范围很广。轮轨作用的低频力通过一、二系

悬挂传递给构架和车体, 从而引起车体和构架振动; 高

频力主要引起轮对轴箱的振动。通过比较两种模型的

计算结果, 可以发现轮轨作用力在低频段基本一致, 都

具有 10 H z、30 H z、60 H z 的共振, 而在高频段相差较

大。传统模型的高频力在 140 H z 左右具有一个极大的

峰值, 而耦合模型的高频力只在 700 H z 左右出现了一

个共振峰, 而且峰值不大。

表 2 分别比较了 0～ 50 H z、0～ 100 H z、0～ 500 H z

和 0～ 1 000 H z 内车辆各自由度的振动加速度及轮轨

作用力最大值。

从表 2 中也可看出, 在 50 H z 和 100 H z 以内二者

的计算结果比较接近, 说明在低频段两模型计算相当,

但由于它们均未考虑高频成分, 所以计算结果偏低; 而

在 500 H z 和 1 000 H z 以内, 传统车辆模型的计算结

果产生了很大的误差, 这一点从轮轨作用力的计算结

果很容易看出, 因为轮轨力达到 2 000 kN 以上是明显

不对的, 这说明传统模型在计算高频振动时产生了很

大的误差, 而耦合模型的计算结果与实际情况相当吻

合。由此看来传统车辆模型在计算随机振动的高频响

应时将会出现很大的系统误差, 不容忽视。
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表 2　两种模型的随机振动响应最大值比较

10 自由度车辆

比较指标 车辆2轨道耦合模型öH z 传统车辆模型öH z

0～ 50 0～ 100 0～ 500 0～ 1 000 0～ 50 0～ 100 0～ 500 0～ 1 000

车体沉浮加速度最大值ög 0. 035 0. 035 0. 035 0. 035 0. 035 0. 035 0. 041 0. 041

构架沉浮加速度最大值ög 0. 314 0. 647 0. 687 0. 687 0. 286 0. 691 4. 164 4. 164

轴箱沉浮加速度最大值ög 1. 964 5. 971 8. 194 8. 865 1. 808 7. 590 115. 5 115. 5

轮轨动作用力最大值ökN 38. 84 112. 9 154. 0 166. 4 35. 50 143. 0 2 154. 3 2 155. 2

轮轨总作用力最大值ökN 146. 6 220. 7 261. 8 274. 2 143. 6 250. 8 2 262. 1 2 263. 0

4　结论

通过上述分析和讨论, 可以得出以下几点结论:

(1) 传统方法是将轨道体系假想为刚性基础而进

行铁道车辆垂向随机振动分析的, 与实际弹性ö阻尼轨

道结构上车辆的振动情形不能完全相符。但两种模型

在低频段作响应分析时, 其结论相差甚微, 所以在进行

客车平稳性指标预测时, 可以采用简单的传统车辆模

型, 同时在只需求解车辆系统低频响应时也建议选用

传统模型。

(2) 传统模型在计算高频段随机响应时产生了极

大的误差, 这主要是因为传统车辆模型中轨道为刚性

基础这一假想与实际情况不符。通过计算和分析表明,

传统车辆模型不能用于计算轮轨系统的高频随机响

应, 而车辆2轨道模型则在整个频率段的随机响应均与

实际情况具有很好的一致性。这也正说明了车辆2轨道

耦合模型较传统车辆模型更符合实际情况。

(3)由于在车辆2轨道耦合模型中系统的固有频率

分布较广, 轨道系统的固有频率较高, 所以为了进行车

辆2轨道系统在整个频域的随机响应分析, 低波数的轨

道不平顺功率谱已不能满足要求。建议我国在轨道谱

方面应做更多的测量统计工作, 同时也应进一步拓展

轨道谱的频率范围, 这一工作势在必行。
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