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摘　　　要：提出了一种转子空间弯曲轴线的测试技术。针对某实际弯曲转子，首先，利用电涡流位移传感

器测量转子不同截面的弯曲向量，得到了在同一绝对坐标下的各截面形心相对于旋转中心的弯曲向量；然后，

应用三次样条函数拟合了转子的空间几何中心线，再利用 Ｖｉｓｕａｌ　Ｃ＋＋ 编程调用ＯＰＥＮＧＬ图形函数，对弯

曲转子进行了三维实体显示；最后利用百分表测量法和所提方法进行了对比试验。结果表明：所提方法测得

的弯曲转子各截面轴心轨迹与百分表测得的各截面轴心轨迹基本一致，拟合圆结果也基本重合，其中截面１、

截面６的拟合圆结果虽有轻微误差，但误差在可允许范围以内，由此验证了该方法的准确性和可行性。
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　　工程实际中，转子系统由于材质的不均匀、制
造和安装误差，不可避免地存在着初始弯曲现象，
同时工作过程中还可能产生转子的热变形以及磨

损和介质的黏附等现象，这些因素都可能使转子
产生一定的轴弯曲。转子初始弯曲将导致转子运
转过程中动挠度增加，机组的振动加剧［１－５］。
目前有关转子弯曲测量的方案有机械测量和

光学测量两种主要技术。机械测量技术是采用百
分表或千分表进行测量，窦军民等［６］采用千分表
法和目测法相结合的方式，实现了转轴的弯曲测
量。光学测量技术主要有激光扫描测量方法［７］、
涡流传感法［８］和微电子技术检测法［９］。张先鹤
等［１０－１１］分析了传统转轴的测量方法，提出了光电
扫描方法测量转轴弯曲量，并在此基础上，提出了
一种定常放大率调焦光电测量方法，实现了转轴
弯曲量的精密测量。蒋钢等［１２］提出了一种激光
扫描的测量方法，通过实时检测扫描速度进行误
差补偿，实现了转轴弯曲量的精密测量。关荣锋
等［１３］将激光扫描技术改进后用于测量汽轮机的

大轴弯曲量，并提出了非接触自动测量的新方法，
同时开发研制了测量装置，实现了远距离非接触
测量大轴弯曲。杨莉等［１４］针对大型轴类零件热
处理后出现轴线弯曲、余量分布不均等问题，提出
应用线结构光非接触测量技术的方法对轴类零件

实际轴线进行在线检测。
百分表测量法和千分表测量法都属于接触式

测量，由于某些机械的特殊结构，百分表的架设和
对准非常麻烦，容易受人为因素影响，很难保证测
量的准确性，测量精度较低。激光扫描测量方法
虽然解决了非接触测量问题，提高了测量精度，但
目前，国内尚无成熟的产品，产品均处于研制阶
段，主要依靠于进口［１５－１６］，同时缺乏对轴弯曲测试
数据的三维图形重建。
电涡流位移传感器被普遍应用于转轴的振动

位移的非接触测量，其测量精度取决传感器的精
度，目前，高精度电涡流位移传感器的测量分辨率
能够达到０．１μｍ。在转轴的振动位移测试方法
中，激光位移传感器具有精度高，起始距离和量程
大，适用于较远距离测量的优点［１７］。而电涡流位
移传感器，适用于精密测量，具有适用于恶劣环
境、技术更加成熟、应用更为广泛、价格更为低廉
等优点［１８］。
有鉴于此，本文提出了一种利用电涡流位移

传感器测量转子弯曲量的方法，并利用计算机图
形学方法，对转轴的三维弯曲数据进行了三维重

建和显示，并对方法进行了试验验证。本文研究
工作对于我国自主研发转轴的弯曲测试系统提供

了方法和思路。

１　基于低转速下电涡流位移传感器
的转子弯曲度测量方法

１．１　转子弯曲故障振动机理

单盘转子模型如图１所示。图中ｍ 为圆盘
的质量，Ｍ 为圆盘质心，Ｏ１ 为圆盘几何中心，Ｏ０
为由于初始弯曲导致偏离旋转中心Ｏ后的几何
中心。ε为圆盘质心偏离其几何中心的位移，它
与相位参考点水平方向夹角为φｍ，ｋ为转子轴的
刚度，轴的质量忽略不计，ｃ为阻尼系数，ｒｓ为圆盘
处的轴初始弯曲量，它与相位参考点水平方向夹角
为φｓ，ｐ为圆盘质心位移向量，ｒ为总的位移幅值向
量，它与相位参考点水平方向夹角φｒ，ｒｄ 为动力响
应幅值向量，ω为单盘转子模型的旋转角速度。
显然，由系统的惯性力、阻尼力和弹性力的动

平衡，可以得到系统的运动微分方程，即

ｍ̈ｐ＋ｃｒ＋ｋｒｄ＝０ （１）

由几何关系可得ｐ＝ｒ＋ε，ｒｄ＝ｒ－ｒｓ，代入
式（１）得

ｍ̈ｒ＋ｃｒ＋ｋｒ＝ｋｒｓ－ｍ̈ε （２）

　　设

ｒ＝ｒｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋φｒ）］＝
ｒｃｏｓ（ωｔ＋φｒ）＋ｊ　ｒｓｉｎ（ωｔ＋φｒ）＝ｘｒ＋ｊ　ｙｒ

（３）

ｒｓ＝ｒｓｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋φｓ）］＝
ｒｓｃｏｓ（ωｔ＋φｓ）＋ｊ　ｒｓｓｉｎ（ωｔ＋φｓ）＝ｘｓ＋ｊ　ｙｓ

（４）

ε＝εｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋φｍ）］＝
εｃｏｓ（ωｔ＋φｍ）＋ｊεｓｉｎ（ωｔ＋φｍ）＝ｘε＋ｊ　ｙε

（５）

　　将式（３）～式（５）代入式（２），可以得到

ｍ̈ｘｒ＋ｃｘｒ＋ｋｘｒ＝ｋｘｓ＋ｍω２　ｘε
ｍ̈ｙｒ＋ｃｙｒ＋ｋｙｒ＝ｋｙｓ＋ｍω２ｙ烅
烄

烆 ε

（６）

从式（６）中可以看出，初始弯曲和质量偏心为
两个独立的激励力，若不考虑式（６）中由于质量偏
心引起的不平衡激励力，则式（６）变为

ｍ̈ｘｒ＋ｃｘｒ＋ｋｘｒ＝ｋｘｓ
ｍ̈ｙｒ＋ｃｙｒ＋ｋｙｒ＝ｋｙ｛ ｓ

（７）

显然，该运动微分方程对应于图２（ａ）、图

２（ｂ）的基础激励下的振动微分方程。由此可见，
转子弯曲故障实质上是一种基础激励下的振动。

０２２２
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图１　初始弯曲单盘转子模型示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ－ｄｉｓｋ　ｒｏｔｏｒ　ｗｉｔｈ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｂｅｎｄｉｎｇ

图２　单自由度系统在基础激励下的振动模型

Ｆｉｇ．２　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ　ｆｒｅｅｄｏｍ　ｄｅｇｒｅｅ　ｓｙｓｔｅｍ

ｕｎｄｅｒ　ｂａｓｅ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

１．２　测量原理

如图３所示，从初始弯曲故障的振动机理可
知，当质量偏心距和初始弯曲同时存在时，在高转
速下，ｒ＝ｒｄ＋ｒｓ，即，用电涡流位移传感器测取
的是两个旋转向量的矢量和，当然无法分离出初
始弯曲向量ｒｓ。
由于初始弯曲和质量偏心引起的振动微分方

程为

ｍ̈ｒ＋ｃｒ＋ｋｒ＝ｋｒｓ－ｍ̈ε （８）
因为ｒ＝ｒｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋φｒ）］，ε＝εｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋

φε）］，所以，将其代入式（８）可得

－ｍω２ｒｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋φｒ）］＋ｉωｃｒｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋φｒ）］＋
ｋｒ＝ｋｒｓ＋ｍω２εｅｘｐ［ｉ（ωｔ＋φε）］ （９）
显然，当ω＝０，ｒ＝ｒｓ，即转速很低时，电涡位移

流传感器测得的转子响应可以近似为转子弯曲量。

图３　不同转速下初始弯曲单盘转子模型示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ－ｄｉｓｋ　ｒｏｔｏｒ　ｗｉｔｈ

ｉｎｉｔｉａｌ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ａｔ　ｄｉｆｆｒｅｒｅｎｔ　ｓｐｅｅｄｓ

１．３　测量方法

转子弯曲量测试原理流程图如图４所示。测
试原理示意图如图５所示。测试的步骤如下：

图４　转子弯曲测试原理流程图

Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗ　ｃｈａｒｔ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｔｅｓｔ

１２２２
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１）首先需要在转子上设置键相信号点，键相
信号提供统一的相位参考点，通常可以用光电传
感器或电涡流位移传感器实现，当传感器对准键
槽时，则产生一个脉冲，转子旋转一周产生一个脉
冲，通过对一定时间内的脉冲数目统计，可以得到
当前转速。借助键相信号将各个测试面振动信号
的起始时刻统一到键相传感器对准键相槽的时

刻，剔除键相脉冲之前的数据点，不足部分补零。
如图５所示，以键槽水平方向为ｘ轴方向，垂直于
轴为ｙ轴方向，建立截面的坐标系。从ｘ轴正方
向按逆时针方向旋转到ｙ 轴方向，因此定义旋转
角速度ω以逆时针方向旋转为正方向。

２）在转子的各个重要测试截面布置两个相互

垂直的电涡流位移传感器，测试转子截面的水平

ｘ向和垂直ｙ向的振动位移。分别经过键相信号
处理后得到具有统一起始时刻的信号。

３）对经过键相处理后的转子各截面响应信
号，合成轴心轨迹，根据测试原理可知，此时，零时
刻（即起始时刻）时的初始相位点对应的振动位移
向量即为在坐标系ｘＯｙ中，转子截面几何中心相
对于旋转中心的初始弯曲向量。

４）如图５所示，定义ｘ轴方向为转轴的轴向，
各个截面的旋转中心分别为Ｏ１，Ｏ２，…，Ｏｎ。根据
各个截面得到的转子弯曲向量，利用样条函数拟
合出转子在空间坐标系 Ｏｘｙｚ 中的空间弯曲
函数。

图５　转子弯曲测试原理示意图

Ｆｉｇ．５　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｔｅｓｔ

２　试验结果与分析

２．１　基于电涡流位移传感器的测量试验

本文针对一实际弯曲转子进行了转子弯曲度

的测量，图６为依据本文方法构建测转子弯曲度
测量系统实物图，主要仪器设备包括：美国 ＮＩ
（Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔ）公司的 ＮＩ９２３４动态信号
采集模块、光电转速传感器、电涡流位移传感器、
前置放大器、信号分析软件等组成。图７为电涡
流位移传感器测试部位放大图。图８为测试坐标
定义示意图。试验共选取了６个测试面，由于传
感器的限制，本文采用的各测试面分别进行测试
的方法，如果传感器数量充足，可以选取更多的测

图６　转子弯曲度测量系统实物图

Ｆｉｇ．６　Ｐｈｙｓｉｃａｌ　ｍａｐ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｄｅｇｒｅｅ

ｍｅａｓｕｒｉｎｇ　ｓｙｓｔｅｍ

２２２２
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试面同时进行一次性测试，即可得到转子各截面
的弯曲向量。

图７　电涡流位移传感器测试部位局部放大图

Ｆｉｇ．７　Ｐａｒｔｉａｌ　ｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｔｅｓｔ　ｓｉｔｅ　ｂｙ　ｅｄｄｙ
ｃｕｒｒｅｎｔ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｓｅｎｓｏｒ

　　图９为在采样频率为２．５ｋＨｚ，旋转转速为

７２ｒ／ｍｉｎ下，电涡流位移传感器测得的各个截面
的轴心轨迹及其初始相位点（ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｈａｓｅ　ｐｏｉｎｔ，

ＩＰＰ，记为Ｐｉ），图中箭头所指圆圈即为Ｐｉ。Ｐｉ表

图８　测试坐标定义示意图

Ｆｉｇ．８　Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ

图９　各个截面轴心轨迹和初始相位点

Ｆｉｇ．９　Ａｘｉｓ　ｏｒｂｉｔ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｓｅｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｈａｓｅ　ｐｏｉｎｔ

３２２２
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示转子上贴感光片的位置在旋转中第１次对准反
光片时，转子被测截面轴心的初始位置，由于感光
片的位置固定，所以对每个截面测试得到的初始
相位点反映了相对于某个固定位置下的各截面转

子轴心的位置。
读取６个测试面的初相位点的数据，整理得

到测试结果如表１所示。根据表１中的测试数
据，建立以轴向位移为横坐标，弯曲量为纵坐标
的坐标系，分别得到实测转子ｘ，ｙ向弯曲曲线，
根据各个截面的弯曲向量，通过样条函数插值
即可拟合得到转子在其他截面处的弯曲向量。

ｘ，ｙ向实测曲线与拟合曲线对比结果如图１０和
图１１所示。
本文将该转子平均划分为３７段，得到３８个

截面，设定转轴两支承点的弯曲量为零，由拟合得
到的各截面弯曲向量，利用Ｖｉｓｕａｌ　Ｃ＋＋ 编制程
序调用 ＯＰＥＮＧＬ绘图函数，实现了弯曲转子的
空间显示，图１２为拟合得到的弯曲转子的三维实
体图。

表１　转子各测试面测量数据

Ｔａｂｌｅ　１　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｄａｔａ　ｏｆ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ

轴向坐标／ｍ
测试面
编号

ｘ向位移／
ｍｍ

ｙ向位移／
ｍｍ

０．２０９　 １ －０．１９９　５　 ０．１８９　８

０．３２８　 ２ －０．２３０　０　 ０．２００　０

０．４３５　 ３ －０．２０３　９　 ０．１２８　８

０．５２３　 ４ －０．１５９　０　 ０．０２２　４

０．６４３　 ５ －０．１４９　１ －０．０７９　４

０．７６２　 ６ －０．０７６　９ －０．１４５　１

图１０　ｘ向转子弯曲曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｒｏｔｏｒ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｉｎ　ｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

２．２　基于百分表测量试验验证

百分表是测定转子径向跳动的常用方法，本

图１１　ｙ向转子弯曲曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｒｏｔｏｒ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｉｎ　ｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图１２　弯曲转子的三维实体显示

Ｆｉｇ．１２　Ｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｓｏｌｉｄ　ｄｉｓｐｌａｙ
ｏｆ　ｂｅｎｄｅｄ　ｒｏｔｏｒ

文采用百分表测量法对所提方法进行验证。本文
使用的仪器为 ＴＸＹ－Ⅲ型同心度测量仪，该测量

仪由轴向和径向两块双面百分表组成，百分表测
量转子弯曲的实物图如图１３所示。图１４为百分
表测量转子弯曲局部放大图。在试验器转轴上选
取６个测试面，该６个测试面与电涡流测量试验
中的６个测试面一致，将转子的截面分为８等份，
按逆时针顺序编号，如图１５所示。将编号１处径
向和轴向两个百分表调零，沿着转子的旋转方向，

转动转子，每转一等份，记录一次轴向和径向百分
表的度数，当转动一圈后，检查百分表的度数，应
仍回到零刻度。
根据记录的测量数据，画出不规则圆形。然

４２２２
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图１３　百分表测量转子弯曲实物图

Ｆｉｇ．１３　Ｐｈｙｓｉｃａｌ　ｍａｐ　ｏｆ　ｂｅｎｄｅｄ　ｒｏｔｏｒ　ｂｙ　ｄｉａｌ

ｉｎｄｉｃａｔｏｒ　ｍｅａｓｕｒｉｎｇ

图１４　百分表测量转子弯曲局部放大图

Ｆｉｇ．１４　Ｐａｒｔｉａｌ　ｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｂｅｎｄｅｄ　ｒｏｔｏｒ　ｂｙ
ｄｉａｌ　ｉｎｄｉｃａｔｏｒ　ｍｅａｓｕｒｉｎｇ

图１５　测点位置分布图

Ｆｉｇ．１５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｍｅａｕｒｅｍｅｎｔ　ｐｏｉｎｔｓ

后运用最小二乘法分别对电涡流位移传感器测得

的不规则圆形和百分表测得的不规则圆形进行拟

合。最小二乘法拟合圆方程的基本原理为：用最
简的方法求得一些绝对不可知的真值，而令误差
平方之和为最小，如图１６所示。
设离散点（Ｘｉ，Ｙｉ）ｉ∈（１，２，３，…，Ｎ）到圆心

（Ｘａ，Ｙａ）的距离为ｄｉ，即

ｄ２ｉ ＝ （Ｘｉ－Ｘａ）２＋（Ｙｉ－Ｙａ）２ （１０）
点（Ｘｉ，Ｙｉ）到圆边缘距离为

δｉ ＝ｄ２ｉ －Ｒ２＝（Ｘｉ－Ｘａ）２＋（Ｙｉ－Ｙａ）２－Ｒ２ ＝
Ｘ２ｉ ＋Ｙ２ｉ ＋ａＸｉ＋ｂＹｉ＋ｃ （１１）

令Ｑ（ａ，ｂ，ｃ）为ｄｉ的平方和

Ｑ（ａ，ｂ，ｃ）＝∑δ２ｉ ＝
∑［（Ｘ２ｉ ＋Ｙ２ｉ ＋ａＸｉ＋ｂＹｉ＋ｃ）］２ （１２）

将Ｑ（ａ，ｂ，ｃ）对ａ，ｂ，ｃ求偏导，令偏导等于０，

得到极值点，比较所有极值点函数值即可得到最
小值。

Ｑ（ａ，ｂ，ｃ）
ａ ＝∑２（Ｘ２ｉ ＋Ｙ２ｉ ＋ａＸｉ＋

ｂＹｉ＋ｃ）Ｘｉ＝０ （１３）

Ｑ（ａ，ｂ，ｃ）
ｂ ＝∑２（Ｘ２ｉ ＋Ｙ２ｉ ＋ａＸｉ＋

ｂＹｉ＋ｃ）Ｙｉ＝０ （１４）

Ｑ（ａ，ｂ，ｃ）
ｂ ＝∑２（Ｘ２ｉ ＋Ｙ２ｉ ＋ａＸｉ＋

ｂＹｉ＋ｃ）＝０ （１５）

　　令

Ｃ＝Ｎ∑Ｘ２
ｉ－∑Ｘｉ∑Ｘｉ，

Ｄ＝Ｎ∑（ＸｉＹｉ）－∑Ｘｉ∑Ｙｉ
Ｅ＝Ｎ∑Ｘ３ｉ＋Ｎ∑（ＸｉＹ２

ｉ）－∑（Ｘ２ｉ＋Ｙ２
ｉ）∑Ｘｉ

Ｇ＝Ｎ∑Ｙ２
ｉ－∑Ｘｉ∑Ｙｉ

Ｈ＝Ｎ∑（Ｘ２ｉＹｉ）＋Ｎ∑Ｙ３
ｉ－∑（Ｘ２ｉ＋Ｙ２

ｉ）∑Ｙｉ
通过求极小值可以得到

Ｃａ＋Ｄｂ＋Ｅ＝０，　Ｄａ＋Ｇｂ＋Ｈ ＝０
求解ａ，ｂ，ｃ的值，而圆的方程

Ｒ２ ＝ｘ２－２　Ｘａｘ＋Ｘａ２＋ｙ２－２Ｙａｙ＋Ｙａ２

（１６）

　　令ａ＝－２　Ｘａ，ｂ＝－２Ｙａ，ｃ＝Ｘａ２＋Ｙａ２－Ｒ２

由式（１０）～式（１６）拟合得出圆心坐标和半径

Ｘａ，Ｙａ，Ｒ的拟合值

Ｘａ＝－ａ２
，Ｙａ＝－ｂ２

，Ｒ＝ １２ ａ２＋ｂ２－４槡 ｃ

（１７）

图１６　最小二乘法拟合圆心

Ｆｉｇ．１６　Ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅｓ　ｆｉｔｔｉｎｇ　ｃｉｒｃｌｅ

　　由上述圆心及半径的拟合值，得到各个截面
的拟合结果如图１７～图２２所示，从图中可以看

５２２２
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图１７　截面１结果

Ｆｉｇ．１７　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｓｅｃｔｉｏｎ　１

图１８　截面２结果

Ｆｉｇ．１８　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｓｅｃｔｉｏｎ　２

６２２２
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图１９　截面３结果

Ｆｉｇ．１９　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｓｅｃｔｉｏｎ　３

图２０　截面４结果

Ｆｉｇ．２０　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｓｅｃｔｉｏｎ　４

图２１　截面５结果

Ｆｉｇ．２１　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｓｅｃｔｉｏｎ　５

７２２２
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图２２　截面６结果

Ｆｉｇ．２２　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｓｅｃｔｉｏｎ　６

出，电涡流位移传感器测量的结果与百分表测量
的结果基本一致，两种测量方法的拟合圆结果基
本重合。这表明电涡流位移传感器在低转速下能
有效地识别出转子的弯曲程度。

３　结　论

１）分析了转子弯曲故障振动机理，认为转子
弯曲故障实质上是一种基础激励下的振动，当转
速很低时，用电涡流位移传感器测得的转子响应
可以近似为转子的弯曲量，进而提出了一种利用
电涡流位移传感器测量转子弯曲的简易方法。

２）为验证上述方法的可行性，针对某实际弯
曲转子，本文百分表测量法对其弯曲度进行了测
试，通过对比分析，两种测量方法的拟合圆结果基
本重合，这充分表明了本文提出的利用电涡流位
移传感器测量转子弯曲的方法的正确性。

３）本文方法是一种非接触式转子弯曲测量
方法，解决了百分表测量时表架设的不方便，减少
了人为因素的影响，提高了测量的精度，且操作简
单、方便，为弯曲转子的测量提供了一种非常有效
的手段。
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