
铁路轨道不平顺随机过程的数值模拟 3

陈　果　　翟婉明
(西南交通大学 　列车与线路研究所 　成都 　610031)

摘 　要 　分析了目前广泛应用的几种轨道不平顺模拟方法 ,构造了基于频域功率谱等效的一种新

的算法 ,分别求出频谱的幅值和随机相位 ,再通过傅立叶逆变换得到轨道不平顺时域模拟样本。

数值模拟试验表明 :这种模拟方法较其它模拟方法更为简洁有效。
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铁路轨道在列车车轮的作用下 ,轨面会产生不均匀磨耗 ,轨头会出现磨伤。由于轨道的垫

层、轨枕、道床和路基的弹性不均 ,各部件之间的间隙等原因将导致轨道的几何形态发生变化 ,

出现不平顺。研究表明轨道不平顺是一个随机过程[1 ,2 ] ,它是机车车辆与轨道系统产生随机

振动的主要根源 ,直接影响轨道的振动、机车车辆运行舒适性以及行车安全。

美国、英国以及德国等先后对轨道不平顺进行了测量和研究 ,并建立了统一标准的谱密度

函数[3 ,4 ] 。国内有关部门曾对某些个别线段的轨道不平顺进行过测量和分析 ,但目前还未建

立起统一标准的谱密度函数的表达式。

随着对车辆2轨道系统动力学分析要求的提高和模拟现场情况的滚动振动台试验的需要 ,

如何真实地再现实际线路的空间不平顺状态 ,就成为计算和试验结果能否反映实际运行情况

的一个重要保证[5 ] 。众所周知 ,在求解车辆2轨道系统随机振动响应的时候 ,如果系统参数具

有较强的非线性特征 ,那么就无法运用传统的传递函数求解振动方程。唯一有效的求解方法

就是时域数值积分。所以必须将轨道不平顺功率谱变换为时域的激扰函数 ,再用此随机激励

作为系统的输入并运用时域积分进行求解[3 ] 。在这一过程中 ,对轨道不平顺随机过程的模拟

是至关重要的。目前国内外最常用的轨道不平顺数值模拟方法主要有二次滤波法[6 ] 、三角级

数法[7 ] 、以及白噪声滤波法[8 ]等。

本文中介绍一种新的方法 ,将轨道不平顺功率谱密度函数通过等效变换以获得相应的具

有代表意义的时间序列 ,从而为机车车辆与轨道随机非线性振动分析以及为机车车辆滚振试

验提供恰当的时域输入函数。

1 　基于功率谱密度采样的轨道不平顺数值模拟新方法

　　二次滤波法、三角级数法和白噪声滤波法是轨道不平顺的数值模拟的常用方法 ,但都存在

一些问题。二次滤波法需进行滤波器的设计 ,对不同功率谱密度函数的轨道不平顺 ,均需设计
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出合理的滤波器 ,因而该方法缺乏通用性。三角级数法和白噪声滤波法是将轨道不平顺看作

平稳高斯随机过程 ,这显然不完全与实际情况相符 ,文献[1 ]证明轨道不平顺并不都是平稳随

机过程。事实上 ,轨道不平顺功率谱是对时域采样信号通过周期图法估计而获得的 ,其计算核

心是 FFT(傅立叶变换) 。

1. 1 　估计功率谱的 Blackman2Turkey 法

　　首先 ,介绍由时间序列估计功率谱密度的周期图法 ———Blackman2Turkey 法[9 ] 。设时间序

列{ xs} , s = 0 ,1 , ⋯, ( N - 1) ,记录长度 T = N △, △为时间间隔 ,对于相关函数的时迟τ= r △,

也为离散值 ,则

Rxx (τ) =
1
T∫

T

0
x ( t) x ( t +τ) d t

Rr = Rxx (τ = r △) =
1
N ∑

N - 1

s =0
xsxs + r (1)

式中 : r = 0 ,1 , ⋯, ( N - 1) ; xs ≡x ( s △) 。则

S xx ( f ) Ζ Rxx (τ) ] S xx ( k) =
1
T

S xx ( f = k
1
T

) =
1
N ∑

N - 1

r = 0
Rrexp [ - i ( k

2π
N

) r] (2)

所以

S xx ( k) =
1
N ∑

N - 1

r =0

{
1
N ∑

N - 1

s = 0

xsxs + r} exp [ - i ( k
2π
N

) r] =

{
1
N ∑

N - 1

s = 0

xsexp [ i ( k
2π
N

) s ]} {
1
N ∑

N - 1

r = 0

xs + rexp [ - i ( k
2π
N

) ( s + r) ]} (3)

令 j = r + s ,则

∑
N - 1

r =0

xs + rexp [ - i ( k
2π
N

) ( s + r) ] = ∑
( N - 1) + s

j = s

xjexp [ - i ( k
2π
N

) j ] (4)

　　又因为对离散傅氏变换 ,时间序列{ xs}已离散周期化 ,周期为 N 。所以

∑
( N - 1) + s

j = s

xj exp [ - i ( k
2π
N

) j ] = ∑
N - 1

j = 0
xjexp [ - i ( k

2π
N

) j ] (5)

将式 (4) 和式 (5) 代入式 (3) 得

S xx ( k) = {
1
N ∑

N - 1

s = 0
xsexp [ i ( k

2π
N

) s ]} {
1
N ∑

N - 1

j = 0
xjexp [ - i ( k

2π
N

) j ]} =

1
N2 DFT[ xs ] 2

=
1
N2 [ X 3 ( k) X ( k) ] (6)

式中 : X ( k) 为时间序列{ xs} , s = 0 ,1 , ⋯, ( N - 1) 的频谱 ; k = 0 ,1 , ⋯, ( N - 1) 。

1. 2 　新方法的构造

　　由上述估计功率谱密度的周期图法可知 ,功率谱密度值在离散的采样点上与信号的频谱

有着一个确定的关系。如果能够在功率谱密度函数上离散采样 ,构造出频谱 X ( k) ,然后再对

其进行傅立叶逆变换 ,即可得到时域的模拟轨道不平顺激扰函数 x ( t) 。此方法实施的步骤如

下 :

(1) 铁路轨道不平顺功率谱密度函数均为单边谱 ,所以首先要将其转化为双边谱 S x ( f ) 。

设需模拟的时间序列总时间为 Ts ,时间间隔为 △,则时域和频域采样点数为 N r = Ts/ △,一般

N r 不是正好为 2 的整数次幂 ,这时必须通过在数据末尾添 0 的办法以保证 N r 为 2 的整数次
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幂。频域采样间隔为 △f = 1/ ( N r △) 。众所周知 ,由周期图法估计出的功率谱具有周期性 ,且

为偶对称序列。设功率谱有效频率段上截止频率为 f u (ωu) 和下截止频率为 f l (ωl) ,则有效频

率段内的采样点数为 Nf = ( f u - f l) / △f 。又设 N0 = f l/ △f ,则 0～ ( N0 - 1) 的采样点值记为 0。

图 1 　周期功率谱密度采样图

若 N0 + Nf < N r/ 2 ,则 Nf～N r/ 2 的采样点值

记为 0 ;若 N0 + Nf > N r/ 2 ,则可增大 Ts 以满

足 N0 + Nf < N r/ 2。于是得到功率谱 S x ( f ) 的

N r/ 2 个离散采样点值 S x ( f = k △f ) , k = 0 ,

1 , ⋯, N r/ 2。最后再以此形成以 N r/ 2 为对称

中心的偶对称序列 S x ( f = k △f ) , k = 0 , 1 ,

⋯, N r - 1。如图 1 所示。

　　(2) 由式 (2) 和 式 (6) 可知 ,时域序列的

频谱模值为

X ( k) = DFT[ x ( n) ] = N2
r ×S k ( k) = N r S k ( k) =

N r S x ( f = k △f ) △f 　　( k = 0 ,1 , ⋯, N r - 1) (7)

　　(3) 式 (7) 给定了序列 x ( n) 的频谱 X ( k) 的模值。由于时间序列 x ( n) 为一随机过程 ,其

频谱相位一定具有随机性。

设ξn 为独立相位序列 ,它的各分量均值为零。又由于实序列的 FFT 为复序列 (实部偶对

称 ,虚部奇对称) 。所以ξn 应为复数 ,且有 ξn = 1 ,故设

ξn = cos Φn + isin Φn = exp ( iΦn)

式中Φn 服从 0～2π均匀分布。

又因为 X ( k) 的实部关于 N r/ 2 偶对称 ,虚部 N r/ 2 奇对称 ,所以只需求出频谱 X ( k) , k =

0 ,1 , ⋯, N r/ 2 ,即由式 (7) 可得

X ( k) = ξ( k) X ( k) = N rξ( k) S x ( f = k △f ) △f 　　( k = 0 ,1 , ⋯, N r/ 2)

显然由对称条件容易得到 X ( k) , ( k = 0 ,1 , ⋯, N r - 1) 。

(4) 将得到的复序列 X ( k) 进行 IFFT(傅立叶逆变换) 可得

x ( n) =
1
N r
∑

N
r
- 1

k = 0
X ( k) exp [

i2πkn
N r

] 　　 ( n = 0 ,1 , ⋯, N r - 1) (8)

2 　算　例

　　以美国 6 级线路轨道高低不平顺功率谱[4 ]为例 ,其数学表达式为

SV (Ω) =
kAVΩ

2
c

Ω2 (Ω2 + Ω2
c)

其中 : k = 0. 25 ; AV = 0. 033 9 cm2rad/ m;Ωc = 0. 824 5 rad/ m。取空间波长为 0. 5～50 m ,运行速

度 V = 100 km/ h = 27. 78 m/ s。则

f u = V/ 0. 5 　　f 1 = V/ 50 　　Ts = 10 s 　　△ = 0. 000 1 s

为了进行比较 ,对上述离散的轨道不平顺分别用三角级数法和该新方法进行了对比。图 2 (a)
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是用三角级数法模拟得出的轨道不平顺时域波形 ,图 2 (b) 为将该时域序列通过周期图法得到

的轨道不平顺功率谱模拟值与其解析值的比较。图 3 则是采用本文方法的模拟结果。对比图

2 (b) 和图 3 (b) ,可见新方法的模拟结果更加精确。

图 2 　三角级数法模拟轨道不平顺的结果

图 3 　本文方法模拟轨道不平顺的结果

3 　结　语

　　算例分析表明 ,基于频域功率谱采样的数值模拟方法具有计算速度快的优点 ,其计算速度

约为三角级数法的 5 倍左右 ,而且经过周期图法变换后得到的功率谱密度函数与三角级数法

相比较 ,具有更高的精度。目前 ,该方法已开始应用于车辆与轨道系统随机振动理论研究 ,取

得初步成效。
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Numerical Simulation of the Stocha stic Proce ss

of Railway Track Irregularitie s

Chen Guo 　Zhai Wanming

(School of Eng. Sci. , Southwest Jiaotong University , Chengdu 610031 , China)

Abstract 　Several widely2used methods for simulating track irregularities at present are

analyzed , and a new algorithm for describing the stochastic process of the railway track

irregularities is constructed based on the power spectrum density equivalency in a frequency

domain. The magnitude and random phase of the frequency spectrum are obtained respectively ,

then the simulation sample in a time domain is achieved through inverse Fourier transform

( IFFT) . Numerical simulation tests show that the new method is more concise and effective

than other methods.

Key words 　power spectrum density ; numerical simulation ; railway track irregularity
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