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转子临界转速计算方法研究及实验验证 

 

摘   要 

旋转机械在高速运转中总是不可避免产生振动，尤其在临界转速附近，振动明显增大，

造成机械部件损坏甚至发生事故。因此，转子系统的临界转速就成为了旋转机械动力学设计

的一个重要内容。准确计算旋转机械的临界转速、合理配置转子-支承系统，从而使临界转速

远离工作转速是旋转机械设计的一个重要课题。当前，计算转子临界转速的方法主要为传递

矩阵法和有限元法。本文主要对这两种方法的理论进行了研究，然后分别采用这两种方法基

于 MATLAB编写了计算转子系统临界转速的通用程序，同时对 ANSYS软件求解转子临界转速的

方法也进行了研究，最后利用实际转子试验器实验验证上述方法的正确性。具体工作如下： 

（1）研究了转子临界转速的测试方法，利用 ZT-3 试验台搭建转子试验器，实验得到其

临界转速和振型； 

（2）研究了计算转子临界转速的传递矩阵法和有限元法，然后基于这两种方法分别编写

计算临界转速的通用 MATLAB 程序，同时采用 MATLAB 的 GUI 实现友好的人机交互界面，计算

出了转子试验器的临界转速和振型； 

（3）研究了有限元分析软件 ANSYS计算转子临界转速的方法，然后在 ANSYS中，一方面

采用梁单元建立转子试验台的一维模型，另一方面采用实体单元建立其三维模型，分别求解

临界转速和振型； 

（4）将几种方法求得的结果与实验结果进行比较分析，验证这几种方法的正确性。 

关键词：转子,临界转速,传递矩阵法,有限元法 
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Research on critical speed calculation of rotor and 

experimental verification 
 

Abstract 

The vibration is inevitable for the rotating machinery at high speed ,especially in the vicinity of 

the critical speed, the vibration amplitude increases significantly, which can result in the damage of 

mechanical components even accident. Therefore, the critical speed of the rotor system has become 

an important content in the dynamic design of the rotating machinery. Calculating the critical speed 

of the rotating machinery accurately and collocating the rotor-bearing system reasonably, which can 

make the critical speed be far away the working speed, become an important subject in the design of 

rotating machinery. Currently, the main calculating methods for the critical speed are Transfer 

Matrix Method and Finite Element Method. In this paper, the theories of these two methods were 

studied, and then the calculation program was written using MATLAB, also, how to use the ANSYS 

to solve the critical speed were studied. Finally, the correctness of the calculation method were 

verified. The main tasks of this paper are as follows: 

(1) The test methods of the rotor critical speed were studied. Build the rotor tester using ZT-3 

and got its critical speed and modes through experiment. 

(2) The Transfer Matrix Method and Finite Element Method to calculate the critical speed of 

the rotor system were studied, and then generic MATLAB program were written and the MATLAB 

GUI were used to achieve a friendly man-machine interface, and the critical speed of rotor tester 

were calculated. 

(3) How to use the finite element analysis software-ANSYS to calculate the critical speed were 

also studied, and then the one-dimensional model and three-dimensional model were built using 

beam element and solid element respectively in ANSYS, and the models’ critical speed and modes 

were solved. 

(4) The results obtained by several methods were compared with the experimental results, 

which verified the correctness of these methods. 

Key Words: Rotor; Critical speed; Transfer Matrix Method; Finite Element Method 
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第一章 绪论 

1.1 引言  

旋转机械被广泛地应用于包括燃气轮机、航空发动机、工业压缩机以及各种电动机等机

械装置中。旋转机械中转子系统的临界转速是旋转机械设计过程中必须考虑的一个重要参数，

其计算结果的准确与否直接影响着机器运行的可靠性和安全性 [1]。对于高可靠性的航空发动

机来说，转子系统的设计非常重要 [2]。众所周知，合理配置转子-支承系统的临界转速，是保

证航空发动机能够安全可靠运行的一个重要前提。在发动机整体方案设计阶段，可以通过估

计临界转速的方式来分析总体结构方案是否合理；在工程设计阶段，则需要仔细计算临界转

速，同时考虑是否需要采用弹性支承从而保证临界转速远离工作转速的范围 [3] 。 

旋转机器的结构往往是很复杂的。例如汽轮发电机组包含发电机的转子和汽轮机的转子。

发电机转子细而长，有许多嵌在线槽中的导线。要研究实际转子系统的动力学特性，需要把

实际结构简化为合理的模型才能进行理论分析。简化模型决定了分析过程中的难易程度和分

析结果的可靠程度。所谓简化模型就是以某些主要参数尺寸、弹性刚度、阻尼系数、质量等

表示的力学模型。 

对于转子系统临界转速的计算方法，目前工程中存在多种，主要分为两大类：传递矩阵

法和有限元方法 [4]。传递矩阵方法的优点是矩阵的阶数不会随着系统自由度的增加而增大，

因而程序运行速度快、编程简单、内存占用率小，尤其适用于具有链式结构的转子的临界转

速分析，但是对于考虑支承系统的转子结构临界转速分析就显得比较困难。有限元方法的表

达式简单规范，而且能够避开传递矩阵法的数值不稳定和漏根现象，特别适用于转子和周围

结构组成的复杂结构的分析，可以很好地兼顾模型的完整性和分析的准确度，计算结果更为

稳定且计算精度高，但是它也存在计算时间长、内存占用率高等缺点。随着计算机技术的发

展，转子系统的有限元模型得到不断的改善，在模型的计算中可以考虑陀螺力矩、转动惯量、

轴向载荷等因素的影响，也开发了许多基于有限元方法的商业软件：ABAQUS、NASTRAN、



                          毕业设计（论文）报告纸 

 

     2 

ANSYS 等。对于线性转子系统，目前的建模和分析方法已经比较成熟，基于有限元方法计算

出的转子系统的临界转速已经比较接近于实测值 [5] 。 

1.2 国内外研究现状 

转子动力学的发展，是与大工业的发展紧密相关的。1869 年，Rankine 发表了题为“论

旋转轴的离心力”一文，这是第一篇有记载的研究转子动力学的文献，标志着转子动力学的

诞生。1919 年，英国著名的动力学家 H.H.Jeffcott 应邀参加了转子动力学的研究。他研究的

模型是跨度中央有单盘的无质量柔性轴，其两端为刚性支承，这一简化挠性转子模型，后来

也就被称为 Jeffcott 转子。二十世纪二、三十年代，伴随工业的发展，要求许多转子工作在超

临界转速下，转子的临界转速与稳定性问题逐渐暴露出来，学者们进行了许多的基础性研究，

使人们对转子动力学的认识产生了又一次的飞跃。五十年代以来，航空工业、电力工业、船

舶工业、石油化工等部门的迅速发展，又从根本上推动了转子动力学的发展。 

虽然学者们对高速旋转机械产生的动力学问题进行了大量研究，但是伴随对机器工作要

求的提高、机器工作环境的恶化以及转子-支承系统的结构高度复杂化，与轴系振动相关的事

故不断发生。资料表明，在美国投用的涡轮压缩机中，有 22%的非正常停机与轴系设计有关，

而其中与振动有关的则超过 50%。 

转子系统的振动主要包括弯曲振动和扭转振动，其中弯曲振动是转子动力学研究的核心

内容，其中主要包括临界转速计算，不平衡响应分析与稳定性分析。此外，残余不平衡量计

算与柔性转子平衡技术、瞬态响应分析等也是转子动力学研究的主要内容。随着旋转机械向

高转速、高负荷发展，以及在航空航天中的旋转机械大量使用轻型薄壁构件，多自由度的复

杂转子支承系统成为现代转子动力学的主要研究对象。 

由于转子系统的高度复杂化，转子结构出现了许多以前没有发生过的振动问题。从激振

源来看，主要包括：由于转子自身不平衡引起的强迫振动；以滑动轴承为支承的转子机械中，

由油膜自激涡动引发的转子振动，主要分为半速涡动和油膜振荡；伴随转子转速以及封严结

构两端压差的提高，密封腔流体激振对转子振动的影响也越来越明显。 

由于以上因素的存在，转子在临界转速下必然会产生剧大的振动，甚至可能产生灾难性

的后果。同时伴随现代流体机械转子部件转速的提高，绝大部分的转子工作转速都高于低阶

临界转速。这使得众多的激振因素同低阶临界转速有关。因此转子临界转速成为了影响转子
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振动的一个重要因素，如何正确预计临界转速，使转子工作转速与它的临界转速相避开，成

为旋转机器转子设计的重要基础。 

要较为准确地确定转子支承系统的临界转速，首先必须选用一种合适的计算方法，其数

学模型和边界条件等尽可能符合系统的实际情况。目前已经发展出多种较为完善的临界转速

计算方法，主要包括传递矩阵法和有限单元法。 

1944 年 N.O.Myklestad，1945 年 M.A.Prohl 把 H.Holzer 用以解决多圆盘轴扭振问题的初

参数法成功地推广到解决轴的横振动问题 [6]。从而可以用简单的计算工具，通过表格化的方

式来求解转子临界转速。伴随电子计算机的快速发展以及在研究振动问题时采用矩阵运算，

初参数法发展成了传递矩阵法，通称作 Prohl 传递矩阵法。其最大优点是每一阶临界转速的

计算方法是完全相同的，程序简单，所需要的贮存单元少，耗费的机时短。因此传递矩阵法

逐渐成为解决转子动力学问题的快速有效的计算方法，得到了广泛采用。但是这种方法在求

解大型高速转子系统动力学问题的时候，极有可能发生数值不稳定现象。最近几年来出现的

Riccati 传递矩阵法，保留了传递矩阵法的全部优点，且在数值上比较稳定，计算精度高，是

一种比较理想的计算求解方法，但目前还未普遍推广使用。 

有限单元法求解转子动力学问题开始于 1970 年，起初只考虑了转子仅存在移动惯性情况

的弯曲振动问题 [7]。随着研究的深入，转子系统的有限元模型得到不断完善，在模型中开始

逐渐计入转动惯量，陀螺力矩，轴向载荷，剪切变形以及内阻外阻的影响等因素 [6]。考虑了

各种因素的有限元模型更能够模拟真实的情况，故计算精度高是其主要优点。同时，高速大

容量计算机的问世，使得大型数值计算成为可能。因此，近十年用有限元方法来解决转子临

界转速，不平衡响应问题以及稳定性的问题等方面取得了不错的结果。当然，有限元法的缺

点也很突出，相比传递矩阵法而言，其程序复杂，需要更多的计算机资源。因此，对于大型

复杂转子工程计算问题，必须进行模型简化，缩减其自由度。 

此外，在有限元法发展的同时，国内外学者还提出了其它多种算法，如模态综合法等。

70 年代中后期，学者们又将模态综合法与有限元法结合，来解决多转子航空发动机等复杂转

子系统的动力学特性求解问题。实际工程应用中，如果转子系统规模庞大、结构复杂，往往

是传递矩阵法、有限单元法、模态综合法等方法综合运用。 

近年来，随着有限元软件在我国的推广，利用有限元软件进行转子系统动力特性分析备
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受关注。目前，国际上大型通用的有限元软件包括：NASTRAN、MARC、ANSYS 等 [7]。但

是，由于计算机配置以及有限元软件的限制，进行转子系统动力特性分析需要建立简化合理

的有限元模型。在 ANSYS 软件中，有多种单元均可以考虑陀螺效应，从而解决转子系统的

动力学问题。采取不同的建模方法，使用不同的单元类型，计算的速度和结果的精度不同。

如使用一维有限元模型，轴段采用梁单元离散，计算速度快，但精度相对较差；使用三维实

体单元建模，会得到数目剧大的节点和单元，对计算机内存以及计算机机时需求明显增加，

但是计算结果会更加接近实际情况。各种模型分别有其优缺点，实际计算中，要根据具体情

况采用合适的模型。 

1.3 本文的研究内容 

本文主要是针对一般转子系统，研究了求解其临界转速的计算方法及理论，并通过

MATLAB 进行了实现，同时也对商业有限元软件 ANSYS 求解转子临界转速的方法进行了研

究，并进行了实际转子临界转速的求解，最后对这几种方法采用实验验证其正确性。当前，

有多种计算方法可以求解转子临界转速。首先，分别编写 Prohl 传递矩阵法和基于梁模型的

有限单元法的 MATLAB 程序，采用 MATLAB 的 GUI 建立参数输入界面以及结果显示界面，

输入实际转子器参数，求出其临界转速和对应振型；然后使用 ANSYS 软件，分别采用一维

梁模型和三维实体模型对实际转子器建模，求解临界转速和对应振型；最后实验测得真实的

临界转速和振型，将上述所得结果进行比较，验证各种计算方法的正确性。各个章节内容如

下： 

第一章，讨论了本课题的研究背景，总结了转子动力学的发展过程，并阐述了转子系统

临界转速计算方法的发展历程。 

第二章，介绍转子动力学中临界转速的相关概念以及临界转速的实验测试方法，然后对

实验测试设备进行了介绍，并搭建了实际转子试验台，实验测试出其临界转速，为后续章节

提供基础。 

第三章，研究了计算转子临界转速的传递矩阵法， 编写 MATLAB 通用计算程序以及参

数输入界面，并对搭建的转子试验台进行临界转速求解。 

第四章，研究了计算转子临界转速的有限元法， 编写 MATLAB 通用计算程序以及有限

元法的求解界面，对搭建的转子试验台进行临界转速求解。 



                          毕业设计（论文）报告纸 

 

     5 

第五章，介绍了 ANSYS 软件，并对 ANSYS 求解转子动力学问题的方法进行了研究，然

后分别采用梁单元和实体单元对试验台模型进行求解，将几种计算方法得到的结果与实验进

行了对比。 

第六章， 对论文所做工作进行了总结，同时对后续工作进行了展望，为后面工作的展开

提供铺垫。 
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第二章  临界转速理论及实验测试 

旋转机械在高速旋转过程中不可避免的产生振动，尤其在其临界转速附近，振动幅值明

显变大，甚至可能损坏机器，产生事故。因此，对于旋转机械而言，临界转速分析是其重要

内容之一。 

2.1 临界转速理论 

2.1.1 临界转速分析 

一般而言，转子的运动可以看成两种运动的组合运动，一方面是圆盘绕转子的轴自转，

另一方面是弯曲的轴绕轴承中心连线的公转运动，也称之为进动。在转子动力学中，我们将

这两种运动的组合运动称为涡动。定义圆盘自转角速度为，弯曲轴绕轴承中心连线的进动

角速度为。当  并且转向相同的涡动称之为同步正进动或者是同步正向涡动。当 

并且转向相反时，称之为同步反进动或者是同步反向涡动 [5] 。在计算转子系统的临界转速时，

通常只需要考虑同步正向涡动时的临界转速。因为实际上转子运行时，由于不平衡质量的激

励，转子将作同步正向涡动，故对于同步正向涡动的临界转速，应该予以重视，因此通常所

谓转子的临界转速，一般是指同步正向涡动时的临界转速 [6]。 

在实际转子设计中，转盘往往不一定安装在转轴中央，或者是关于两支承不对称。在这

种情况下，当转子旋转时，弹性轴受到圆盘偏心产生的离心力作用，将会出现弯曲动挠度，

此时，圆盘运动除了自转运动和横向运动外，还会产生偏离原来平面的偏摆运动。这种偏摆

运动会使每一部分质量在旋转过程中所产生的惯性力不出现在同一个平面内，因此会出现一

个使转轴挠曲角度产生变化的力矩，把它称作陀螺力矩。由于陀螺力矩存在，使得转子的临

界转速与不计这种偏摆影响时的不同。在反进动时，陀螺力矩使转子轴的变形变大，从而降

低了转子轴的弹性刚度，使转子临界转速降低。在正进动时，它使转子轴的变形减小，因此

转子轴弹性刚度有所提高，从而临界转速变大。计算转子临界转速时，一般是指与正进动角
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速度相等时的转动角速度，因此应按照  的条件来计算转子临界转速。 

对于复杂大型转子系统，求解临界转速方法多采用传递矩阵法和有限元法。50 年代中期，

传递矩阵法开始应用于转子系统的动力学分析和临界转速计算，至今仍占有重要地位。有限

元法解决转子动力学问题始于 1970 年，随着研究深入，转子系统有限元模型不断加以完善，

同时，许多基于有限元的商业软件如 ANSYS 等工具的诞生以及大型数字计算机的发展，也

在很大程度上促进了有限元法在解决转子动力学问题方面的进展。后续章节中将重点讨论以

上各种方法。 

2.1.2 转子临界转速测试 

当前，测量转子临界转速的方法很多，每种各有其特点和局限性。对于航空发动机复杂

转子结构，为了能够准确测出它的临界转速，可以根据测试条件选择不同的测试方法，达到

互相验证，从而保证测量结果的准确性 [18]。通常，转子临界转速测量方法包括振幅峰值法、

转子质心转向法、轴心轨迹法以及三位转速谱（瀑布图）方法。 

（1）振幅峰值法 

根据所测转子的振幅示波曲线和进动状态来判定转子临界转速。当转子的振幅波形处在

峰值区同时转子又作正向涡动时，则该峰值区所对应的转速为临界转速。在转子系统阻尼不

大时，采用振幅峰值法测定转子临界转速较为简单易行。但是在确定振幅峰值区的取值范围

时，往往因为阻尼、加减速过临界以及转子本身机械质量等问题，影响到所测振幅的准确性

而导致误差，因此测量精度不高。为了较为准确地识别得到转子的时域曲线，可以通过时域

曲线得到其 bode 图，在频域中观察所采集的数据结果，从而识别出临界转速。 

（2）转子质心转向法 

转子过临界转速时的质心转向，是振动体振动前后振动相位角发生较大变化的一种现象。

对于简单转子模型，一般在实验中，可通过间接观察和测试的方法判别出转子质心转向现象，

从而测定转子临界转速。有两种方法可以识别质心转向现象，一种是滞后相位角法，另一种

是质心转向方法。 

滞后相位角法：按测量滞后相位角方法测出临界附近多个转速的滞后相位角，可发现在

某一转速范围内，滞后相位角由小于 / 2 转到远大于 / 2 ，这种现象表明了质心转向。在测



                          毕业设计（论文）报告纸 

 

     8 

（a）亚临界状态 （b）临界状态 （c）超临界状态 

图 2.1  转子通过临界前、后振动波形相位角的跃变过程 

得转子不平衡量方位后，在转子的测量外径轻点位置上贴一金属薄片，用涡流式或其它振幅

测量仪器测量并记录转子振幅。转子每转一周，金属薄片使振幅测量仪产生一次振幅突变的

脉冲。若一金属薄片贴在转子轻点位置为例：亚临界时，转子质量中心向外，金属薄片在转

子力传感器最远点产生一个厚度突增的脉冲，以此时脉冲与质心之间相位角为零。在临界时，

相位角为 / 2 。超临界时，相位角跃变为 ，表示质心向内。相位角为 / 2 时，所对应转子

转速为临界转速。图 2.1 为试验转子通过临界转速前、后振动波形相位角的跃变过程。 

用此法测量转子临界转速，其辨别率与转子弯曲变形程度无关。但转子加速的大小对测

量有影响。加速过程，临界转速测量值偏高，减速过程则测量值偏低。因此在临界转速测定

中，加速过程要慢些，不平衡量方位要测准，如能用相位计直接测滞后相位的跃变过程，则

测定的临界转速准确性更高。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

质心转向法：按测量轴表面应变的方法，利用贴在转子不平衡方位的应变片，录下通过

临界转速前后的应变波形图，由应变波形图的平均值曲线的变化可以确定质心转向现象。 

若在转子轴颈外径上取 A、B、C 和 D 四点，如图 2.2 所示，在不计阻尼情况下，当转子

处在亚临界时，其质量中心 iO 位于轴颈中心 jO 的外侧，此时，A 点受拉，为正应变，B 点受
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压，为负应变，C 点和 D 点无应变，如图 2.2(a)；超临界时，质量中心 iO 位于轴颈中心 jO 的

内侧，此时，A 点受压，为负应变，B 点受拉，为正应变，C 和 D 点没有应变，如图 2.2(b)；

临界转速状态时，质量中心 iO 位于轴颈中心 jO 与回转中心 bO 连线顺转速方向90。处，如图

2.2(c)，此时 A 点和 B 点为无应变的瞬时状态，其对应的转速即为临界转速。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（3）轴心轨迹法 

轴心轨迹法测定转子临界转速，是通过轴上同一截面位置互相垂直方向上的挠度信号经

示波器显示，并有轴心轨迹上的脉冲波（脉冲波信号由粘贴在轴表面上的金属薄片所产生）

的位置变化，对照测速仪器测得的对应转速，可观察判断转子是否通过临界区以及轨迹随转

速的变化情况；亚临界转速时轴心轨迹圆较小，圆上两个尖脉冲波向外；临界转速时轨迹圆

为最大，圆上两个尖脉冲与轨迹圆近似相切；超临界时，轨迹圆又变小，而两个尖脉冲指向

圆内。如图 2.3 所示。 

 

 

 

 

 

 

（a）亚临界状态 （b）临界状态 （c）超临界状态 

图 2.2 转子质心转向图 

图 2.3轴心运动轨迹 
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（4）三维转速谱图（瀑布图）分析法 

利用转速跟踪测振系统测得发动机的转速、振动信号，以横坐标为频率，纵坐标为等转

速间隔的振动响应功率谱，讲不通转速下的响应谱曲线画在同一张图上，形成一系列三维的

图形，从而给出振动幅频特性随转速的变化关系。由三维图中谱曲线的峰值走向和变化情况，

可判断发动机的临界转速范围。若曲线峰值组成的“山脉”其振动频率与转速成正比，且在

某一转速范围内出现特别明显的峰值，则表明其为临界转速。如图 2.4 所示。瀑布图不仅可

以判断转子临界转速，同时对于发动机振动特性的评价和故障识别也非常有用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2 实验设备以及测试系统 

2.2.1 实验器材介绍 

（1）ZT-3 转子试验台 

ZT-3 多功能转子试验台由东大仪器厂研制，本转子振动试验台是一种用来模拟旋转机械

装置振动的实验设备。主要用在实验室中验证转子轴系的自激振动和强迫振动特性，它可以

有效地再现大型旋转设备产生的多种振动现象。 

采用不同的选择来改变转子系统转速，质量不平衡，轴系刚度，轴承摩擦或者冲击条件

以及联轴器的形式来模拟机器的实际运行状态，由配置的测试仪器来观察检测它的振动特性，

图 2.4 三维谱图（瀑布图） 
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因此，本试验台可为专门从事振动测试，振动研究实验室和振动测试教学提供了有效而方便

的试验手段。 

该实验器材可以开展的科研工作包括以下几个方面： 

1）旋转机械振动位移、速度、加速度测试研究； 

2）模拟不平衡、不对中、碰摩、油膜涡动、基础松动、转轴裂纹等故障； 

3）转子系统动平衡技术研究； 

4）转子系统临界转速实验验证。 

图 2.5 和图 2.6 为 ZT-3 模拟试验台和实物图。电动机通过联轴节带动转子旋转。转子转

速根据光电传感器测得，电涡流传感器可以测测点位移。摩擦螺钉用来模拟转子系统碰摩故

障。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（2）传感器 

图 2.7 为电涡流传感器以及前置器。从转子动力学、轴承学的理论上分析，大型旋转机

械设备的运动状态，主要取决其核心—转轴，使用电涡流传感器可以直接测量转轴的运行状

态而不用与其接触，它可以为诸如转子不对中、不平衡、轴承发生磨损、轴产生裂纹及发生

摩擦等机械故障问题的早期判定提供关键的信息。电涡流传感器通过电涡流传感器支架上的

安装孔安装，对于每一个测点总是可以安装两个传感器测得其水平和垂直两个方向的相对位

移, 如图 2.5。 

转子试验器转速由光电传感器测得。图 2.8 为反射式光电传感器的工作原理图，主要由

被测旋转部件、反光片（或反光贴纸）、反射式光电传感器组成，在可以进行精确定位的情况

图 2.6  ZT-3转子试验台实物图 图 2.5  ZT-3 多功能转子模拟实验台 

联轴节 

电动机 

光电传感器 

盘 I 

电涡流传感器安装孔 

摩擦螺钉及支架 

盘 II 

电涡流传感器支架 

内侧轴承座 

座 

外侧轴承座 
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图 2.7  电涡流传感器及前置器 

下，在被测部件上对称安装多个反光片或反光贴纸会取得较好的测量效果。在本实验中，由

于测试距离近且测试要求不高，仅在被测部件上只安装了一片反光贴纸。图 2.9 为光电传感

器实物图。实验时，反光贴纸可贴到联轴器上，因此，当旋转部件上的反光贴纸通过光电传

感器前时，光电传感器的输出就会跳变一次。通过测出这个跳变频率 f，就可知道转速 n。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.2 软件介绍 

实验采用的数据采集以及信号处理的软件为自主开发的旋转机械故障智能诊断系统

RFIDS1.0，它利用频谱分析技术、倒频谱分析、多重相关分析、时域同步平均分析、倍频分

图 2.8 光电传感器原理图 图 2.9 光电传感器实物图 
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析、轴心轨迹分析、小波变换等技术，构建了集旋转机械转子和滚动轴承故障信号采集、特

征提取、状态监测与故障诊断为一体的智能诊断系统。此软件在 Windows98/2000/XP 平台下，

由 VC++6.0 作为前台开发工具，Microsoft Access 2000 作为后台数据库支承的 Windows 应用

软件，并采用 VC 与 Matlab 的动态链接库技术实现接口。 

图 2.10 所示为工程管理主界面中，包括新建、删除、工程导入、工程导出、从外部导入

实验数据等功能。所需要添加的信息包括：工程名、设备型号、实验现场图片等信息。 图

2.11 为打开工程界面，选择已有工程并打开，然后选择数据采集便可以进入数据采集主界面。

如图 2.12 为数据采集主界面，包括时间波形显示、频谱曲线显示、设备型号选择、采集部位

显示、采样频率选择、转速显示、当前信号选择、采集数据点数选择、通道配置、数据保存、

模拟采集等功能。首次进入主界面首先进行通道配置，图 2.13 为通道配置界面。通道配置完

成并保存后，便可以进行数据在线采集，主界面中可以实时显示时间波形曲线和频谱曲线，

点击保存进入数据保存界面，可以实时保存数据，图 2.14 为数据保存界面。对于保存后的数

据，再导入工程后进行模拟采集可以实现再现。此外还可以显示数据的 bode 图，如图 2.15

所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2.10 新建工程界面 图 2.11 打开工程界面 
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2.3 试验测试 

2.3.1 转子试验台 

利用 ZT-3 试验器搭建如图 2.16 所示的试验台，它为两支承三盘结构，此外端部还

有一个集中质量，也可近似认为转动惯量很小的盘结构，图 2.17 为其结构图。共布置五

个测点来测量盘轴的水平方向位移，如图 2.18 所示，其中测点 1 和测点 5 测轴相对位移，

测点 2、3、4 分别测三个盘的位移，根据各测点测得位移可以得到临界转速和对应振型。

光电传感器布置在联轴节位置，测转子转速。 

 

图 2.12 数据采集主界面 

图 2.14 数据保存界面 

图 2.13 通道配置界面 

图 2.15 Bode 图 
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2.3.2 支承刚度测量实验 

实际转子系统是一个转子-支承系统，支承刚度对临界转速有明显的影响，准确预测其刚

图 2.17 转子模型图 

支承1支承2

转轴集中质量

圆盘

图 2.18 电涡流传感器测点分布图 

测点 1、2、3、4、5

（从左至右） 

图 2.16 实际计算转子图 

光电传感器 电涡流传感器 

支承 
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度值对于实际转子系统的临界转速计算及其重要。实际上，支承往往是一个弹簧-阻尼系统，

其支承刚度随激振频率的不同而发生变化，要准确描述这种变化，应该采用动刚度，通常，

通过动刚度实验可以获取支承系统的动刚度。由于本文研究重点不在此，而且采用静刚度引

起的误差通常在可接受的范围内，因此本文的计算均采用静刚度值。支承的静刚度大小可以

通过动刚度实验得到的动刚度曲线取其低频段得到。 

（1）动刚度实验原理及实验仪器 

转子系统支承如图 2.19 所示，实验采用力锤击法，用力传感器测量激励力大小，加速度

传感器测量加速度响应，力锤和加速度传感器分别如图 2.20 和 2.21 所示，产生的力和响应信

号通过 NI-USB9234 采集卡采集到 PC 机上，图 2.22 为 NI-USB9234 数据采集卡，然后根据得

到的力和响应信号得到频响函数，从而得到测点间的支承动刚度。其测量原理图如图 2.23 所

示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2.20 30927 型力锤 图 2.19 支承结构 

图 2.21 B&K4508 加速度传感器 图 2.22 NIUSB-9234采集卡 
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（2）动刚度测试过程 

对于图 2.19 所示的支承，主要是得到水平和垂直两个方向刚度。对于水平方向刚度，敲

击 1 点，并得到 1 点频响，从而可以得到水平方向动刚度；同理垂直方向上敲击 2 点，得到

2 点频响从而得到垂直方向动刚度，如图 2.24 所示。实验得到的水平和垂直方向的动刚度曲

线如图 2.25 所示，观察动刚度曲线，发现水平和垂直方向刚度在低频段相差并不大，在同一

数量级内，可认为近似相等。静刚度值取其低频段（小于 100 Hz ），约为 1e6 /N m。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2.23支承刚度测试原理图 

动刚度 

加速度频响 

  弹性支承 

力信号 

NI-USB9234 采

集卡 

加速度信号 

计算机 

位移频响 

力锤 
加速度传感器 

图 2.24 动刚度测点示意图 

敲击点 1(X 向) 

测点 1(X 向) 

敲击点 2

（Y 向） 

测 点  2

（Y 向） 
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2.3.3 临界转速测量实验 

在转子制造和装配过程中，不可避免地存在不平衡质量。当转子旋转时，这些固有的不

平衡质量将会产生周期性的激振力作用在转子上，使转子发生受迫振动。众所周知，激振力

频率与转子转动频率相等。当激振力频率与转子系统转动条件下的自振频率相接近时，转子

便会发生共振，此转速就称为转子临界转速。它在实际运行中的具体表现是：在这些特定的

转速下运转时，转子会发生剧烈振动，而当转速偏离这些特定转速一定范围后，旋转又趋于

平稳
[9]
。 

前面已经对转子临界转速测试方法以及测试系统进行了叙述，本文采用振幅峰值法对所

搭建的转子模型进行临界转速的测试。其操作步骤如下： 

1）开启电源，打开调速器、光电传感器以及电机开关； 

2）打开软件，设置好各个通道配置，进入采集界面，开始采集数据，并点击连续保存； 

3）启动电机，缓慢旋转调速器使转速由 0 升至 8000r/min,结束保存，停止采集，关闭电

机； 

4）用该软件对采集保存的数据进行再现处理，画出其伯德图,并再次将数据导出，利用

origin 软件处理数据。 

图 2.25 支承动刚度曲线 

频率（ Hz ） 

0 200 400 600 800 1000

1000000

1E7

1E8
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如图 2.26 为测点 1 至 5 的 bode 图，其中第一个峰值出现在约 1840r/min（30.7Hz）附近，

这对应的是转子系统的第一阶临界转速；第二个峰值出现在 7310r/min（121.85Hz）附近，这

对应的是转子系统的第二阶临界转速。同时，由 bode 图还可看出，在二阶临界转速时，测点

3 的振幅近似为零，说明在二阶时测点 3 位置为节点，这从其二阶振型图中也可以看出。由

此可知，采用振幅峰值法测量临界转速时，若测点恰好选择在某一阶临界转速的振型节点位

置，则此时不能通过此测点得出这一阶临界转速，造成某一阶临界转速的遗漏。因此，有必

要布置多个测点，并相互比较从而得出结果。根据这个五个测点的位移情况，可以得到前两

阶振型，如图 2.27 和 2.28 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 图 2.27 一阶振型 图 2.28 二阶振型 

图 2.26 测点 bode图 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8



                          毕业设计（论文）报告纸 

 

     20 

2.4 本章小结 

本章首先介绍了临界转速理论，引入临界转速概念，并且对转子临界转速的测量方法进

行了概括总结，然后对转子实验设备以及测试系统进行详细介绍，最后利用 ZT-3 搭建实际转

子试验台，通过实验获取此转子试验台的实际临界转速和振型，为后续实验结果的验证提供

基础。 
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第三章 基于传递矩阵法的临界转速分析 

旋转机械转子系统的临界转速计算方法主要分为传递矩阵法和有限元法，传递矩阵法程

序简单，所需要的贮存单元少。在上一章中已经搭建了 ZT-3 转子试验台，并测试出了临界转

速，因此，采用传递矩阵法求解实际转子实验台的临界转速是本章的主要内容。 

3.1 计算模型建立 

CATIA 是法国达索公司的产品。作为 PLM 协同解决方案的一个重要组成部分，它可以

帮助制造厂商设计他们未来的产品，并支持从项目前阶段、具体的设计、分析、模拟、组装

到维护在内的全部工业设计流程。 

根据实际测量的转轴各段长度、内外直径和圆盘内外直径以及厚度，在 CATIA 软件中建

立起各个零件的三维模型，并进行组装，模型如图 3.1。然后应用 CATIA 软件中的测量功能

测出圆盘的极转动惯量、直径转动惯量以及质量，测量示意图如 3.2 所示。得到的四个盘结

的参数如表 3.1 所示。同时应用上章中得到的支承静刚度，建立它的计算模型，如图 3.3 所示。

其中，支承位置取支承结构的中间位置，以弹簧单元替代。轴段各个参数如表 3.2 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.1 转子三维模型图 
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表 3.1 轮盘各参数列表 

 

  

 

 

表 3.2 轴段参数列表 

 

 

 

 

 

 

圆盘编号 质量 

（ kg ） 

极转动惯量 

(
2*kg m ) 

直径转动惯量 

(
2*kg m ) 

A 0.071 5.77e-7 1.532e-5 

B 0.666 4.88e-4 2.642e-4 

C 0.666 4.88e-4 2.642e-4 

D 0.876 6.43e-4 3.67e-4 

编号 长度/m 内径/m 外径/m 

1 0.0495 0 0.0095 

2 0.113 0 0.0095 

3 0.09 0 0.0095 

4 0.097 0 0.0095 

5 0.1125 0 0.0095 

6 0.0375 0 0.0095 

图 3.2  测量及结果示意图 

图 3.3 计算模型图 

2 3 4 5 61

盘A 盘B 盘C 盘D
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另外，材料参数如下： 

密度：7850 
3/kg m ；弹性模量：2.1e11 Pa ；泊松比：0.269。 

各支承参数根据上述取：1e6 /N m。无联轴器。 

采用传递矩阵法进行临界转速计算时，还要进一步将上述计算模型简化成集总质量模型。 

3.2 基于传递矩阵法的临界转速分析 

3.2.1 转子质量的离散化 

实际转子是一个质量连续分布的弹性系统，其自由度共有无穷多个，在转子动力学中采

用传递矩阵法求解临界转速时，经常将转子简化成含有若干集总质量的多自由度系统。也就

是说，沿轴线将转子质量和它的转动惯量集总到若干个结点上，这些结点通常选在轴颈中心、

轮盘、联轴器、轴端部以及轴的截面有突变的地方，同时根据顺序依次编号。如果转子存在

变截面轴段，由于它的传递矩阵极其复杂，仅仅一些简单截面变化规律的轴段如锥形段才能

导出其传递矩阵，故此时需要将它简化成等截面轴。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

根据上述结点选取规则可知，结点间轴段通常为等截面轴，此时质量以及转动惯量的集

总如下（图 3.4）： 

图 3.4  盘轴示意图 
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di di d i d i
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J J j l j l

J J j l ul j l ul







  

  

    

 （3-1） 

其中， iM
、 piJ

和 diJ
分别简化到结点 i 处的质量、极转动惯量和直径转动惯量。

d d

i piM J、

和
d

diJ
分别为原位于结点 i处圆盘的质量、极转动惯量和直径转动惯量。 p du j j、 、

和 l 分别为对

应轴段单位长度的质量、极转动惯量、直径转动惯量和长度。
( )iul

即是 i iu l
，其它类推。 

根据转子离散化规则，转子系统可以离散成如图 3.5 所示的通用转子离散模型图。集总

化后有 N 个典型构件，N+1 个截面，最后一个典型构件的轴长度是 0。 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.2 分段原则 

建立准确的计算模型、合理的分段是保证计算结果与实际结果一致的重要前提。如果分

段过于细化，这样一方面使计算工作量大大增加，同时有可能由于积累误差的增加，造成所

得结果不准确；如果分段过粗，计算结果就会与实际相差太大。因此必须保证分段合理，一

般而言在划分轴段以及设站应时应遵照以下原则： 

转子系统中具有较大的质量处，比如叶盘等，应当设站； 

联轴器本身具有一定质量，而且对于不同的联轴器其抗弯特性也有所不同，因此应设站； 

支承位置处，无论是弹性支承还是刚性绞支，均会给转子施加一定约束，使得横截面状

态参数发生变化，应设站； 

图 3.5 转子离散模型简图 
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转轴的横截面发生较大突变处，此时轴段不能保证均匀轴段或者无质量弹性轴的特性参

数不发生变化，应该进行分段并且设站； 

相对细长的等截面弹性轴段，为保证模型准确性，应该适当分段，各分段轴段之间设为

集中质量站。 

3.2.3 典型部件的传递矩阵 

当轴承为各向同性时，如果忽略阻尼影响，对于轴对称转子，在模态振动中，它的轴线

将会弯曲成一平面曲线，轴线上各点涡动轨迹为圆形。现在假设转子在 yos平面内振动，对

于第 i个部件，如果其左右两端的截面编号分别是 i 和 1i  ，则由截面 i 的挠度 iy
，斜率 i ，弯

矩 iM
以及剪力 iQ

所组成的阵列，称作该截面的状态向量
 

i
z

。即： 

    , , ,
T

i i
z y M Q  （3-2） 

任何一个部件其两端截面的状态向量总是存在一定关系，以下式描述： 

      
1i ii

z T z

  （3-3） 

 
i

T
称作此部件的传递矩阵。方阵中的元素可以通过作用在此部件上的外力与其运动以

及变形关系求出。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.6  轮盘-弹簧结构 
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图 3.7 弹性轴段 
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（1）具有弹性支承的刚性圆盘 

图 3.6 为支承于弹性支承之上的刚性圆盘，支承总刚度系数以 jK
表示。圆盘左右两截面

的剪力和弯矩分别以
L

iQ 、
R

iQ 、
L

iM 和
R

iM 表示，当转子以角速度作同步正进动时，圆盘惯

性力及其惯性力矩分别是
2

i im y 和
2( )d p i iJ J  

。根据达朗贝尔原理得： 

 

2

2( )

R L

i i i i j i

R L

i i d p i i

Q Q m y K y

M M J J



 

   


   

 （3-4） 

同时且有： 

 

R L

i i i

R L

i i iy y y

     


  
 （3-5） 

如果以矩阵的形式表示为： 

      
R L

i ii
z D z  （3-6） 

其中，
 

i
D

就是刚性圆盘的传递矩阵，也就是： 

   2

2

1 0 0 0

0 1 0 0

0 ( ) 1 0

0 0 1

i
p d

j i

D
J J

m K





 
 
 
 
   

 （3-7） 

(2)无质量等截面弹性轴 

图 3.9 弹性铰链 图 3.8 盘-弹簧-轴段部件 
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弹性轴如图 3.7 所示，设该轴段编号为 i ，两端截面编号分别为 i 及 1i  ，如将剪切变形

影响考虑在内，则根据力平衡条件以及变形条件可知，该轴段两端截面的状态向量间可用如

下式表示： 

      
'

1i ii
z B z


  （3-8） 

其中，
 

i
B

为轴段的传递矩阵，即： 

  

2 3

2

1 (1 )
2 6

0 1
2

0 0 1

0 0 0 1

i

l l
l v

EI EI

l l
B

EI EI

l

 
 

 
 

  
 
 
 
 

 （3-9） 

(3)圆盘与轴段组合部件的传递矩阵： 

为了节省计算时间，刚性圆盘以及弹性轴段可以组合成图 3.8 所示的部件，因为 

       
'

;
R L

i i i i
z z z z 

，故由（3-3）以及（3-8）式得到： 

                
'

1i i i ii i i i
z B z B D z T z


    （3-10） 
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2 2

2 2
2 2

2 2
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l l l l
m K J JT B D
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 （3-11） 

可以看出，传递矩阵中的各元素与涡动频率有关。如果该部件没有弹性支承或者不计

剪切变形的影响，或者不考虑圆盘的转动惯量、以及陀螺力矩，则在上式中可以分别令
, ,j dK v J

以及 pJ
为零即可。 

（4）弹性铰链的传递矩阵 

如图 3.9 所示为弹性铰链结构单元的简图，用它来模拟联轴器（忽略联轴器径向刚度，

只考虑角刚度）。其传递矩阵为： 
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1 0 0 0

1
0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

hc

 
 
 
 
 
 
 
 

 （3-12） 

其中， hc
为弹性铰链的力矩刚性系数。如果弹性铰链的抗弯刚度很大，则由于

1/ 0hc 
，

铰链两侧轴段可以近似看作一体，如同不存在弹性铰链。如果弹性铰链抗弯刚度很小，则

1 hc 
，传递矩阵变为奇异，弹性铰链变为活动球铰。实际是，当 hc

比较小时，
1 hc

就已

经相当大了，这时候会引起矩阵运算时出现数值失稳。此时，参数传递中断，应作为边界条

件处理。 

3.2.4 传递矩阵法求解临界转速原理 

如图 3.5 所示的转子系统。根据式（3-10）可知： 

 

   

         

               

2 11

3 2 12 2 1

1 1 11 1 2 1 1

{ }

{ }

{ }i ii i i i

z T z

z T z T T z

z T z T T T z A z
   




  


   





 （3-13） 

其中： 

        
1 1 2 1i i i

A T T T
  
   （3-14） 

其中， 2,3, , 1i N  。式（3-14）表达了转子系统各截面的状态向量与起始截面状态向

量之间的关系。也就是说各截面状态向量中的元素都可以表示为起始截面状态向量中各元素

的线性组合。因此当起始各截面状态向量已知时，通过式（3-14）的递推关系，就可以得到

各截面的状态向量。 

对于图 3.5 所示模型，由边界条件： 

 1 10; 0M Q   （3-15） 

因此，对于任何一个截面 ( 2,3, , 1)i i N  ，由式（3-13）得到： 
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 （3-16） 

对于最末端的截面 1N  ，由式（3-16）可知： 

 
31 32

41 421 1N N

a aM y

a aQ 


    
    

    
 （3-17） 

同时末端截面 1N  的边界条件是： 

 
1

1

0

0

N

N

M

Q









 （3-18） 

我们称： 

   31 322

41 42 N

a a

a a
   （3-19） 

为 prohl 剩余量。根据式（3-17）可知，当边界条件（3-18）满足时，这一齐次方程式存

在解的条件为剩余量等于零，也就是： 

  2 0   （3-20） 

式（3-20）即为转子系统的频率方程。为此在我们所感兴趣的转速范围内，根据一定的

步长选定， , 2 ,      作为试算频率。然后根据矩阵连乘的（3-14）式以及剩余量

公式（3-19），就可以求得与上述各个试算频率相对应的剩余量
 2

。如果对应的相邻的两

个试算频率的
 2

异号，则说明在这两个试算频率之间，必有一个使
 2 0 

的频率存在，

此频率就是转子的一个同步正向涡动角速度或者临界角速度。因此在剩余量产生变号的对应

范围内，再用二分法进行仔细搜索，就可以通过逐渐逼近的方式解出此临界转速。若以为

横坐标，
 2

为纵坐标，在每一次进行试算的过程中，都可以在此坐标系内求出一个点，
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将这些求出的点连接起来便可得到如图 3.9 所示的曲线。转子的各阶临界转速就是这些曲线

同横坐标轴的交点所对应的转速。 

当某阶临界转速求出来以后，由（3-16）式得： 

 
11 12

21 22 11i i

a ay y

a a 


    
    

    
 （3-21） 

其中， 2,3,i N  ，由此可以求得各截面的 y 与 的比例解，也就是对应于该阶临界转

速的模态振型。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3 基于 MATLAB 软件的传递矩阵法编程 

转子系统通常是由多个转子通过联轴器组合而成。本文编程的对象是多个弹簧、盘轴组

合部件通过联轴器连接的转子系统，主要是运用 MATLAB 的函数文件以及 GUI 实现临界转

速的求解。实际计算时只需输入转子系统各个对应参数即可求得临界转速，具有很友好的人

机交互性。 

3.3.1 MATLAB 简介 

MATLAB 是由美国 mathworks 公司发布的主要面对科学计算、可视化以及交互式程序设

计的高科技计算环境。它将数值分析、矩阵计算、科学数据可视化以及非线性动态系统的建

图 3.9 余量图 

o

2( )

1c 2c 3c

http://baike.baidu.com/view/1855191.htm
http://baike.baidu.com/view/8332.htm
http://baike.baidu.com/view/8332.htm
http://baike.baidu.com/view/8332.htm
http://baike.baidu.com/view/295760.htm
http://baike.baidu.com/view/2627393.htm
http://baike.baidu.com/view/300474.htm
http://baike.baidu.com/view/44500.htm
http://baike.baidu.com/view/44500.htm
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模和仿真等诸多强大功能集成在一个便于使用的视窗环境中，为工程设计、科学研究以及需

要进行有效数值求解的众多领域提供了一种较为全面完整的解决方案，并且在很大的程度上

摆脱了传统非交互程序设计语言（诸如 C 语言、Fortran 语言）的编辑方式，代表了当前国际

上科学计算软件的先进水平。 

采用 MATLAB 编写程序完成某一任务，通常需要编写 M 文件，M 文件分为脚本文件和

函数文件，函数文件犹如一个“黑箱”，从外界只能看到传给它的输入量和送出来的计算结果，

内部运作是藏而不见的。通过 MATLAB，还可以完成图形用户界面 GUI 的制作，用户界面是

用户与计算机进行信息交流的方式采用 MATLAB 的 GUI，用户可以根据自己需要定制用户与

MATLAB 的交互方式，从而实现友好的人机交互。 

3.3.2 基于 MATLAB 的编程 

本文中采用 M 函数文件编写传递矩阵法的功能函数，如形成转子系统的传递矩阵、二分

法求临界转速、绘制余量图以及振型图等功能， 然后采用 MATLAB 的 GUI 界面实现计算转

子的参数输入、存储以及结果的显示，各个功能函数在 GUI 的控件的回调函数中被调用，从

而完成临界转速的求解。如图为 3.10 为参数输入界面，首次进入界面后首先输入参数，在参

数显示区可以观察到所输入的参数，参数输入完毕后可以点击“保存”按钮将转子的各个参

数保存成 txt 文件，以便下次进入界面后可供用户选择，直接将参数导入，从而省去再次输入

参数的麻烦，点击“绘制”按钮可以显示转子模型图，在模型图中可以清楚的看出盘轴、支

承以及联轴器位置分布，更加直观。 当参数输入完毕后，便可以进行临界转速求解，点击“临

界转速求解”菜单，弹出子菜单，子菜单包括“有限元法”和“传递矩阵法”求解，点击“传

递矩阵法”便可以完成临界转速的求解，得到转子模型的余量图、临界转速以及振型图，“有

限元法”编程原理将在后面章节中予以介绍。 

采用传递矩阵法求解临界转速，内部主要的运行过程可以用图 3.11 所示的流程图来表示： 

 

 

 

 

 

http://baike.baidu.com/view/257682.htm
http://baike.baidu.com/view/128511.htm
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 图 3.11传递矩阵法编程流程图示 

根据联轴器位置将转子系统分为单个转子，并进行离散，存
储参数。

循环求解每一个单个转子的传递矩阵，并存储。

将单个转子的传递矩阵根据联轴器位置进行组合，形成整个
转子系统的传递矩阵，整个传递矩阵中仅有一个转速为未知
量。

根据余量公式，给出多个转速，绘制余量图并采用二分法求
解临界转速，最后画振型图。

输入转子系统参数

临界转速求解 模型参数输入 

参数显示区 

模型图

显示区 

参数导

入保存

区 

图 3.10 参数输入界面 



                          毕业设计（论文）报告纸 

 

     33 

3.4 临界转速计算分析 

进入临界转速求解的主界面，根据 3.2 小节中的计算模型，输入转子模型的参数，并保

存，同时绘制模型图，如图 3.12 所示，然后点击临界转速求解，选择传递矩阵法得到结果。

图 3.13 为求解的余量图，由图可知，在角速度大于零的范围内，余量为零的点有两个。实际

上，对于如图 2.7 所示转子系统，临界转速不只两个，但由于实验条件限制，只能实验得到

前两阶临界转速，所以求解时仅给出前两阶临界转速，其中，求出的第一阶临界转速为

29.28Hz，第二阶临界转速为 116.76Hz。图 3.13 和 3.14 分别为求出的第一二阶振型图，对比

试验结果可知，传递矩阵法求出的临界转速与实际相差不大，振型图也能很好的与实验结果

相吻合。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3. 13 余量图 

图 3.12 输入参数显示图 
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3.5 本章小节 

本章首先针对第二章搭建的实际转子模型，在 CATIA 软件中建立三维模型，并根据

CATIA 软件中的测量功能得到典型部件的物理参数如圆盘质量、转动惯量等，建立其计算模

型；然后介绍了 prohl 传递矩阵法的基本原理以及重要典型部件的传递矩阵；最后，基于

MATLAB 数学软件编写传递矩阵法求解临界转速的通用程序，采用 MATLAB 的 GUI 实现参

数输入，输入模型参数，对模型进行计算。计算结果表明传递矩阵法可以很好的求解出实际

转子的低阶临界转速。 

3.14 一阶振型图 3.15 二阶振型图 
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第四章 基于有限元法的临界转速分析 

有限元法是近几十年来发展起来的一种通用有效的计算方法，相比于传递矩阵法而言，

有限元法法可以很好的解决传递矩阵法的数值不稳定以及漏根现象，同时又可以保证模型的

完整性，分析结果更加精确。采用有限元法求解，可以考虑采用不同的单元，实体单元可以

更加精确详细的描述实际模型，但计算规模大，编程也更加复杂；梁单元模型计算规模小，

还可以考虑陀螺力矩、剪切变形等因素，同时编程简单。本章采用梁单元法编写计算转子临

界转速的 MATLAB 通用程序。 

4.1 有限元建模原理 

转子考虑为由若干个轮盘和支承组成，利用有限元法将转子离散成普通梁单元，得到转

子系统的刚度矩阵、陀螺矩阵以及质量矩阵，建立其运动学方程，求解出临界转速和振型。 

4.1.1 单元的运动学方程 

组成转子-轴承系统的单元有刚性圆盘、轴段和轴承座等，每种单元的运动方程叙述如下： 

（1）刚性圆盘 

设刚性圆盘质量，过轴心的极转动惯量以及直径转动惯量分别为m 、 pJ
和 dJ

。圆盘的广

义坐标就是其轴心结点的位移向量
 1 [ , ]T

d yu x 
和
   2 ,

T

d xu y  
。设圆盘轴心与重心重合。

根据拉格朗日方程可得： 

 
       

       

1 2 1

2 1 2

d d d d

d d d d

M u J u Q

M u J u Q

  


  

 

 
 （4-1） 

这就是刚性圆盘的运动微分方程，其中
 dM

为圆盘的质量矩阵，
   dG J

为圆盘的回

转矩阵，
   

0 00
;

00
d

pd

m
M J

JJ

  
    
   。

 1dQ
和

 2dQ
为相应的广义力。 

（2）弹性轴段 

图 4.1 为一弹性轴段单元，该单元的广义坐标是两端结点的位移： 
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1

2

, , ,

, , ,

T

s A yA B yB

T

s A xA B xB

u x x

u y y

 

 

   

   

 （4-2） 

单元内任意截面的位移
, , ,y xx y 

是位置 s 和时间 t 的函数，使用位移插值函数，还可用该

单元的结点位移将将任意截面的位移表示出来，例如
  1( , ) sx s t N u

，其中
 N

是待定的1 4

阶的位移插值函数矩阵，即： 

    1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )N N s N s N s N s  （4-3） 

这样， 

 

1 2 3 4

' ' ' '

1 2 3 4

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A yA B yB

y A yA B yB

x s t N s x t N s t N s x t N s t

x
s t N s x t N s t N s x t N s t

s

 


  



    



     


 （4-4） 

式中，“ '”表示函数对 s 求导，轴段单元的端点条件为 

 ' '

(0, ) ( ); ( , ) ( )

(0, ) ( ); ( , ) ( )

A B

yA yB

x t x t x l t x t

x t t x l t t 

  


  
 （4-5） 

由此可以得到各插值函数满足下式： 

 

' '

1 1 1 1

' '

2 2 2 2

' '

3 3 3 3

' '

4 4 4 4

(0) 1 (0) 0 ( ) 0 ( ) 0

(0) 0 (0) 1 ( ) 0 ( ) 0

(0) 0 (0) 0 ( ) 1 ( ) 0

(0) 0 (0) 0 ( ) 0 ( ) 1

N N N l N l

N N N l N l

N N N l N l

N N N l N l

   


    


    
    

 （4-6） 

因为每一个插值函数均有四个端点条件，故每一个插值函数均可以假设成 s 的三次多项

式，例如： 

2 3

1 0 1 2 3( )N s a a s a s a s   
，根据上式条件，就可以求得每一个

( )iN s
的参数值

（ 1,2,3,4i  ），求得： 
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2 3

1

2 3

2

2 3

3

2 3

4

( ) 1 3 2

( ) 2

( ) 3 2

( )

s s
N s

l l

s s s
N s l

l l l

s s
N s

l l

s s
N s l

l l

   
     

   

    
      

     

   
    

   

    
      

     

 （4-7） 

对于那些具有轴对称截面的轴段，同理有
  2( , ) sy s t N u

，综合上述结果可以得到： 

 

    

    

'

1 1

'

2 2

;

;

s y s

s x s

x
x N u N u

s

y
y N u N u

s












      


       

 （4-8） 

上式说明轴段单元内的任一截面处的位移均可用该单元的结点位移来表示，这样单元的

动能 sT
以及弯曲弹性势能 sV

也就可以表示为结点位移和结点速度的函数。如在与结点 A 的轴

向距离为 s 处，截取厚度为 ds 的微元，令 pu j、
和 dj 分别表示轴段单位长度的质量、极转动惯

量以及直径转动惯量。于是该微元动能表示为： 

 

                   

    

' '

1 1 2 2

' 2

1 2

1 1
' '

2 2

1
'

2

T TT TT T

s s d s s d s

TT

p s s p

dT u u N N j N N u ds u u N N j N N u ds

j u N N u ds j ds

         

     

   


 （4-9） 

微元弯曲弹性势能是： 

 

        

'' ''

'' ''

'' '' '' ''

1 1 2 2

1

2

1

2

T

s

T TT T

s s s s

x x
dV EI ds

y y

EI u N N u u N N u ds

   
    

   

               

 （4-10） 

对于长为 l，半径为 r 的圆截面轴，上两式沿单元全长积分，可以得到该单元的动能以及

势能为： 
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1 1 2 2

2

1 2

1 1

2 2

1

2

T T

s s sT sR s s sT sR s

T

s s s ps

T u M M u u M M u

u J u J

   

  

   


 （4-11） 

          1 1 2 2

1 1

2 2

T T

s s s s s s sV u K u u K u   （4-12） 

其中， ps psJ j l
，且 

      
2 2

0

2

156 22 54 13

4 13 3

156 22420

4

Tl

sT

l l

l l lul
M u N N ds

l

l

 
 

  
 
 
 



对称

 （4-13） 

  
2 22

' '

0

2

36 3 36 3

4 3

36 3120

4

Tl

sR d

l l

l l lur
M j N N ds

ll

l

 
 

           
 
 



对称

  （4-14） 

 
 

 

2 22
' '

0

2

36 3 36 3

4 3

36 360

4

2

Tl

s p

sR

l l

l l lur
J j N N ds

ll

l

M

 
 

           
 
 





对称

  （4-15） 

  
2 2

'' ''

30

2

12 6 12 6

4 6 2

12 6

4

Tl

s

l l

l l lEI
K EI N N ds

ll

l

 
 

          
 
 



对称

  （4-16） 

此处忽略剪切变形的影响。根据拉格朗日方程，可得轴段单元的运动方程： 

 
          

          
1 2 1 1

2 1 2 2

s s s s s s s

s s s s s s s

M u J u K u Q

M u J u K u Q

   


   

 

 
 （4-17） 

这里
 sM

为考虑转动惯性和移动惯性的一致质量矩阵，它为
 sTM

与
 sRM

之和。即：

     s sT sRM M M 
。 

当轴段的质量以及转动惯量集总到两端结点 A、B 时，此时质量矩阵为对角矩阵，我们
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将此时的质量矩阵称为聚缩质量矩阵，也就是： 

    

0 00

0
;

0

00 0

A

dA

sT sR

B

dB

m

J
M M

m

J

  
  
   
  
  

   

 （4-18） 

      

A

dA

s sT sR

B

dB

m

J
M M M

m

J

 
 
   
 
 
 

； 

0 0

0

0

pA

s

pB

J
J

J

 
 
 
 
  
 

 （4-19） 

其中， A B pA pB dAm m J J J、 、 、 、
和 dBJ

分别是该轴段集总到结点 A、B 处的质量、极转动惯

量和直径转动惯量。
 1sQ

和
 2sQ

为对应的广义力。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（3）轴承 

如轴承座简化成如图 4.2 所示的单元，轴承坐中心的坐标中心的坐标是 bx
、 by

，对应轴

颈中心结点的编号为 ( )s j ，则轴颈中心的坐标为 ( )s jx
、 ( )s jy

。轴承座运动方程写为： 

图 4.1 弹性轴段 

o

x

y

s

A B

xA
x xB

yA
y

yB

Ay
Ax

Bx

By

x

y

s

l

图 4.2 轴承模拟单元 
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( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

bx xx xy b s j xx xy b s jb

by yx yy b s j yx yy b s jb

bxx bxy bxx bxyb b

byx byy byx byyb b

M c c x x k k x xx

M c c y y k k y yy

c c k kx x

c c k ky y

           
           

           

      
        

      

 

 





 （4-20） 

如果基础刚性很好，于是又
0b bx y 
，则油膜作用于轴颈结点处的广义力为： 

 
( ) ( )1

( ) ( )2

b
xx xy s j xx xy s jd

b
yx yy s j yx yy s jd

c c x k k xQ

c c y k k yQ

         
          

        




 （4-21） 

忽略阻尼影响，且支承可以简化为刚性系数分别是 xk
和 yk

的等刚度弹性支承时，则有： 

 
( )1

( )2

0

0

b
x s jd

b
y s jd

k xQ

k yQ

     
     

    
 （4-22） 

实际计算时，可以通过动刚度实验近似获取支承的两个方向的静刚度或者动刚度值，即 xk

和 yk
。 

（4）联轴器 

对于转子与转子之间采用联轴器连接形成转子系统而言，设左端转子的第 i 个节点与右端

转子的第 j 个节点用联轴器相连，联轴器的径向刚度为 Rrk
，角刚度为 Rk  ，忽略阻尼影响。

设左端转子的第 i个节点位移为： RLix
， RLiy

， RLi
， RLi

；右端转子第 j 个节点的位移为 RRjx
，

RRjy
， RRj

， RRj
。于是可以求出分别作用在左右转子上 i j、 节点上的力和力矩，分别以

Rxi RyiF F、
、 Rxi RyiM M、

以及 Rxj RyjF F、
、 Rxj RyjM M、

表示，且为： 

 

( )

( )

( )

( )

Rxi Rr RRj RLi

Ryi Rr RRj RLi

Rxi R RRj RLi

Ryi R RRj RLi

F k x x

F k y y

M k

M k





 

 

  


  


  
  

 （4-23） 

 

Rxj Rxi

Ryj Ryi

Rxj Rxi

Ryj Ryi

F F

F F

M M

M M

  


  


  
  

 （4-24） 
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于是，联轴器的影响可以通过与类似支承的处理一样，通过作用在节点上的广义力来表

示。倘若考虑联轴器径向刚度很大，可近似认为无穷大，此时，只需令左右节点的位移坐标

相等，也就是合并位移自由度，即有： 

 

0 ( )

0 ( )

( )

( )

RRj RLi

RRj RLi

Rxi R RRj RLi

Ryi R RRj RLi

x x

y y

M k

M k





 

 

  


  


  
  

 （4-25） 

4.1.2 建立系统的运动学方程 

（1）总刚集成 

要建立转子系统的运动学方程，关键是得到整个转子系统的质量矩阵、陀螺矩阵以及刚

度矩阵。采用有限元方法基于梁单元对转子系统进行离散，由上节可知每一个单元的运动方

程及对应的质量矩阵、陀螺矩阵以及刚度矩阵，要形成总的运动方程，就是进行总刚集成。 

对于上节形成的轴段单元的质量矩阵而言：可用如下形式表示： 

      
   

   

( ) ( )

11 12

( ) ( )

21 22

i i

i i i s s

s sT sR i i

s s

m m
M M M

m m

 
   
 
 

 （4-26） 

其中， i表示第 i个轴段，
   , 1,2; 1,2

i

ab s
m a b 

为2 2 的方阵。 

假设具有 N 个结点，其间用 N-1 个轴段连接而成的转子系统，忽略轴承座的等效质量，

则系统的位移向量用下式表示： 

 
 

   

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

, , , , , ,

, , , , , ,

T

y y N yN

T

x x N xN

U x x x

U y y y

  

  

   

    




 （4-27） 

综合各个轮盘以及轴段单元的运动方程，可以得到转子系统的运动学方程： 

 
          

          

1 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1 1 2 2

M U J U K U Q

M U J U K U Q

   


   

 

 
 （4-28） 

其中，整体质量矩阵
 1M

，回转矩阵
 1J

以及刚度矩阵
 1K

均是 2 2N N 阶的对称稀

疏带状矩阵，半带宽为 4。由上节可知，弹性支承、联轴器的作用可以通过广义力
   1 2Q Q、
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来考虑。图 4.3 是总刚矩阵的形成过程，以质量矩阵为例： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

其中，对角线上的 4 4 阶方阵表示各轴段单元的一致质量矩阵
 

( )
( 1,2, , 1)

i

sM i N 
对

整体质量矩阵的贡献，各圆盘的质量矩阵
 

( )
( 1,2, , )

i

dM i N 
则叠加在对角线的 2 2 阶方阵

内。如果节点 j 处没有圆盘，则位于2 1,2j j 行2 1,2j j 列的
 

( )j

dM
为
 0

。类似的，可以形

成
   1 1J K、

。对于聚缩质量矩阵以及回转矩阵，综合后的整体
 1M

和
 1J

仍然是对角矩阵。 

（2）关于支承和联轴器的处理 

在上述矩阵形成过程中，没有考虑支承条件和联轴器的影响，只是在广义力中表示出的

影响。实际上，支承和联轴器的影响可以通过等式变换，将其转化对质量矩阵、回转矩阵以

及刚度矩阵的影响。 

图 4.3 质量矩阵集成示意图 
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以弹性支承为例，假设第 j 个支承的刚度系数为 xk
和 yk

，对应的广义力由式（4-22）可

知，该广义力可以移到式（4-28）等号的左边，并入刚度矩阵的相对应元素内。同理，联轴

器处理也可做类似处理。 

如果支承或者联轴器两个方向上的刚度不同，则式（4-28）应该改成： 

 
          

         

1 1 1 2 1 1

1 2 1 1 2 2

x

y

M U J U K U Q

M U J U K U Q

   


      

 

 
 （4-29） 

此时，等号右边广义力中已经不包含联轴器以及支承的反作用力。 

4.1.3 转子系统的涡动频率与临界转速 

在这里，仅讨论轴承为各向同性时，于是有
   1x yK K K    ，由上式（4-28）可得到

它的齐次式： 

 
          

          

1 1 1 2 1 1

1 2 1 1 1 2

0

0

M U J U K U

M U J U K U

   


   

 

 
 （4-30） 

这里，
 1K

包括支承刚度以及联轴器角刚度和径向刚度的贡献。令
     1 2Z U i U 

表

示，于是上式（4-30）可以合并为： 

           1 1 1 0M Z J Z K Z     （4-31） 

这是 2N 个具有复系数的二阶线性微分方程组。设它的解： 

    0

i tZ Z e   （4-32） 

其中，
 0Z

中各元素均为复数。将（4-32）式代入（4-31）式中得到： 

    2

1 1 1 0 0M J K Z         （4-33） 

于是，得到其频率方程： 

 
2

1 1 1 0M J K       （4-34） 

这是一个有关的 4N 次代数方程，通常总是可以求得 2N 正实根和 2N 负实根。对应于
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每一个求得的实根 r ，代入（4-33）式中可以得到 2N 个具有实系数的线性代数方程组，由

此可以得到该 r 阶的模态振型。即在这组方程中，令
 0Z

中某一个复数元素为：
ri

rA e


，则从

方程组中任选 2 1N  个方程可求得
 0Z

中元素的比例解：
 ( )r    ( )

0
ri r

rZ A e
 

，其中，

 ( )r
为实数向量，它表示该阶的模态振型。 

转子的临界角速度可以在频率方程中令   求得，在同步正向涡动中，临界转速往往

少于 2N 个，而在同步反向涡动中则有 2N 个。 

4.2 基于 MATLAB 的有限单元法编程 

有限元法的 MATLAB 编程，同样采用 M 函数文件编写功能函数，与传递矩阵法共用参

数输入界面，如图 3.10 所示，点击菜单项“临界转速求解”，在子菜单中选择“有限元法”，

便可用有限元法求解同一转子系统的临界转速。不同于传递矩阵法的是，有限元法需要对轴

段划分网格，因此在点击“有限元法”后将弹出图 4.4 所示的对话框，在此对话框中主要输

入单元划分的参数，如果不予以输入，默认每一个轴段为一个单元，然后进行求解，求解完

成后将会显示出临界转速，设置所画振型阶数后点击振型图可以绘制对应振型图。 

采用有限元法求解临界转速，主要的编程过程可以用如图 4.5 所示的流程图表示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

单元划分

参数输入 

临 界 转

速 显 示

区 

振型图

显示 

图 4.4 有限元参数输入及结果显示界面 
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4.3 临界转速计算分析 

打开参数输入界面，导入上章中保存的转子模型参数，点击“临界转速求解”菜单，选

择“有限元法”，弹出有限元求解的对话框，对每一个轴段均划分 4 个单元，求解，当弹出“求

解完成”对话框时，表示求解已完成，此时将会显示出临界转速值，如图 4.6 所示，由图可

以看出对此结构划分了共 24 个节点，23 个单元。临界转速显示区主要显示了此转子模型的

前三阶临界转速，分别为 29.19Hz，115.56Hz，279.36Hz。将有限元结果与传递矩阵法结果进

行对比，如表 4.1 所示，可知两种方法求解的低阶临界转速相差不大，且都可以与实验符合，

验证了传递矩阵法和有限元法的正确性。图 4.7、4.8 所示为有限元法的一二阶振型图，与实

验结果和传递矩阵法求解结果均相符。 

 

 

 

 

根据划分的单元，形成单元的质量矩阵、刚度矩阵、陀螺矩
阵，并存储。

对上述单元矩阵进行组装，形成总的质量矩阵、刚度矩阵、
陀螺矩阵

根据支承、联轴器位置，对刚度矩阵进行处理，使之包含支
承、联轴器的贡献形成最终的刚度矩阵

根据得到的总的质量、刚度以及陀螺矩阵，求解临界转速，
画振型图。

输入转子系统参数

图 4.5 有限元法编程流程示意 
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表 4.1  两种方法求解结果对比表 

临界转速阶数 临界转速值

/Hz(有限元) 

临界转速值/Hz(传

递矩阵) 

两种方法求解相

对误差 

1 29.19 29.28 -0.31% 

2 115.26 116.76 -1.28% 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.6 有限元法求解显示图 

求解完成对

话框 

结果

显示 

划分的总

结点数 

图 4.7  一阶振型图 图 4.8  二阶振型图 
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4.4 本章小结 

本章首先介绍基于梁单元法的有限元法求解临界转速的原理，然后基于 MATLAB 软件编

写计算转子系统临界转速的通用程序，并编写了有限元法的 GUI 子界面，然后在输入参数主

界面中输入实际模型参数进入子界面求解，求解结果同传递矩阵法结果以及实验结果可以很

好的吻合，验证了一维简化模型的合理性以及有限元法的正确性。 
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第五章 基于 ANSYS 软件的临界转速分析 

ANSYS 软件是一个功能强大而灵活的大型通用商业化的工程分析软件。能够进行包括结

构、热、流体（包括计算流体动力学）、电场、电磁场等多学科研究，广泛应用在铁道、核工

业、石油化工、航空航天、机械制造、汽车交通、能源、电子、国防军工、生物医学、土木

工程、轻工、水利、地矿、造船等工业和科学领域，是世界上拥有用户最多、最成功的有限

元软件之一。ANSYS 提供的分析类型主要有：静力分析；模态分析；瞬态动力学分析；谐响

应分析等。 

针对第二章中搭建的转子试验器以及第三章中建立的模型，在 ANSYS 中分别建立其一

维和三维有限元模型，然后进行转子动力学分析，从而得到临界转速和对应振型。  

5.1 ANSYS 解决转子动力学问题 

在 ANSY14.0 中，通过结构力学模块来求解转子系统临界转速，并且可以考虑陀螺力矩

的影响。可以采用两种类型，一种是基于梁单元的一维模型；另一种是基于实体单元的三维

模型。两种模型各有其优缺点，一维模型对实际转子做出的简化程度相比三维模型要大，且

只能考虑弯曲振动，但计算耗时短，占用内存小；三维模型具有高的保真度，更能模拟转子

实际情况，尤其是对于短跨复杂转子，计算结果更能准确考虑结构间的动力影响，但是计算

模型大，求解速度慢。 

5.1.1 ANSYS 求解临界转速的一般步骤 

ANSYS 执行一个典型的分析任务要经过三个步骤：前处理、求解、后处理。 

（1）前处理 

1）指定任务名以及分析标题 

2）定义单元类型：由于临界转速计算要考虑陀螺力矩的影响，因此选取的单元必须能够

考虑陀螺力矩。在固定坐标系下，多种单元可以考虑陀螺效应，包括：beam188,solid185,solid187

等。对于一维模型可以采用 beam 单元，三维可以采用 solid187 单元。 

3）定义单元实常数：具体根据单元类型设置。 
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4）定义材料特性：主要是设置密度、弹性模量、泊松比。 

5）建立有限元模型：有限元模型生成方法有两种，一种是实体建模法，另一种是直接生

成法。实体建模法首先创建实体模型，然后划分网格；直接生成法可以直接创建节点、单元。

两种方法可以混合使用。 

（2）求解 

1）选择分析类型和指定分析选项：要进行临界转速求解，要选定模态分析选项。同时，

要指定复特征值求解，即 QRDAMP 求解器。此外还要打开陀螺效应。 

2）施加载荷和约束：主要对支承处一端进行全约束；另外施加旋转速度载荷。 

3）指定载荷步选项：要求解临界转速，需要指定多个旋转速度，此时要施加多个载荷步。 

4）求解：主要是从 ANSYS 数据库中获得模型和载荷信息，进行计算求解。 

（3）后处理 

求解完成后，就可以在通用后处理器中查看结果了。主要是画 campell 图，得出临界转

速，并观察对应振型，对于一维模型，还可以观察它的涡动轨迹。 

5.1.2 有限元模型 

（1）一维模型 

采用一维模型建立转子系统的计算模型，主要基于以下假设: 

转轴采用 beam188 梁单元，需要定义截面参数和材料参数，梁单元可以考虑剪切变形以

及质量分布。 

1）轮盘作为点单元处理，采用 mass21 单元，可以考虑质量、转动惯量。 

2）支承作为弹簧单元处理，采用 Combine14 单元。 

3）联轴器可以采用 MATRIX27 单元，它是一种自定义单元，虽然没有限定的几何特性，

但是其弹性运动学响应可以采用刚度、阻尼或者质量矩阵来指定。使用刚度矩阵，定义对应

的实常数，可以考虑联轴器径向刚度和角刚度。 

根据上述假设，建立上述转子系统的一维有限元模型，如下图 5.1 所示： 
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（2） 三维模型 

三维模型转轴轮盘采用 solid187 单元，支承仍然采用 combine14 单元。三维有限元模型

如图： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.1 一维有限元模型图 

图 5.2 三维有限元模型图 
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5.2 一维有限元计算结果分析 

对于上述图 5.1 所示的一维有限元模型，选取多个转速，进行求解，得到 campell 图 5.3

如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

其中，斜率为 1 也就是“F=1X”的直线与其它线的交点就是各阶正涡动的临界转速和反

涡动的临界转速。由于我们更关心正涡动，因此只取正进动的临界转速，其中，一阶临界转

速为 29.20Hz，二阶临界转速为 115.57Hz。 

 图 5.4 为一阶振型以及涡动轨迹，图 5.5 为二阶振型以及涡动轨迹。可以看出，与上述

两种方法对比，临界转速基本一样，振型也很吻合。对于涡动轨迹而言，因为我们取两个方

向的支承刚度相同，所以涡动轨迹为圆；若两个方向支承刚度不同，则涡动轨迹应该为椭圆。 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.3 一维模型的坎贝尔图 
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5.3 三维有限元计算结果分析 

如图 5.2 所示的三维有限元模型，由于其节点数、单元数要相比一维模型大的多，因此

计算时间明显增加，为了节省时间，相比一维模型，可以少取几个转速，求出的坎贝尔图如

图 5.6 所示，由此可以得到一阶临界转速为 32.34Hz，二阶临界转速为 131.07Hz。对应的一阶

振型和二阶振型如图 5.7、5.8 所示。与上述一维模型求解的结果比较，临界转速有些差别，

但这是由于有限元模型的不同引起的，在可以接受范围内。振型图与上述计算方法以及实验

结果并无差异。 

 

图 5.4  一阶振型和涡动轨迹图 

图 5.5 二阶振型和涡动轨迹图 
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5.4 几种方法计算结果总结分析 

本章以及上面几章分别采用不同方法求解搭建的实际转子系统模型，并得到了结果。现

在将几种方法结果对比总结如下表 5.1 所示，据表可知，几种方法求出的结果与实验的误差

在可以接受的范围内，误差来源主要有采用支承静刚度引起的误差、测量尺寸时引起的误差、

图 5.6 三维模型的坎贝尔图 

图 5.7 三维模型一阶振型图 图 5.8 三维模型二阶振型图 
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采用一维简化模型引起的误差以及计算方法本身存在误差，当然由于实验条件限制，实验结

果本身也会与实际存在些许误差，但这并不影响结论。各种方法的振型也均能很好的吻合。 

对于这种跨度较长的转子模型，在实际计算中，采用一维模型可以很好的求出结果同时

又大大节约了计算时间，在发动机设计的初级阶段往往使用一维模型求解临界转速，从而为

初步设计提供依据，不过一维模型只能考虑弯曲振型，在计算中可能会漏掉某一阶扭转振型

对应的频率，也不能考虑盘轴耦合的现象。对于一些复杂短跨转子，一维模型通常会引起较

大误差，这时三维模型便可以显示其优越性，它可以更好地模拟转子的真实情况，如考虑盘、

轴以及叶片的耦合以及一些局部模态，得出的结果更能符合实际，在发动机详细设计阶段三

维模型便显示它的不可替代性，当然它需要花费更多的计算时间。考虑各种模型和计算方法

的优缺点，在实际计算中需要根据实际情况具体判断选择或者综合运用不同的模型和方法。 

表 5.1 几种方法结果以及实验结果汇总对比 

 一、二阶临界转

速值/Hz 

与实验误差率 

传递矩阵法（MATLAB编程) 29.280 4.69% 

116.76 4.17% 

有限元方法（MATLAB编程） 29.190 4.98% 

115.26 5.41% 

有限元方法（ANSYS一维模型) 29.200  4.95% 

115.57 5.15% 

有限元方法（ANSYS三维模型） 32.340  5.27% 

131.07 7.57% 

实验结果 30.720  0 

121.85 0 

 

5.5 本章小结 

本章主要是基于 ANSYS 的转子动力学分析，介绍了求解临界转速的一般过程，以及建

模时一些典型单元的选取和注意事项，针对所搭建的转子试验器，建立它的一维和三维有限

元求解模型并且进行求解，最后将上几章的结果以及本章的结果与实验结果进行了比较分析，

验证了这几种方法求解转子临界转速的正确性。 
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第六章 总结与展望 

6.1 全文工作总结 

本文主要对一般转子系统的临界转速方法进行了研究，重点讨论了传递矩阵法和有限元

法的计算原理，并编写了 MATLAB 程序，同时对 ANSYS 求解转子临界转速的方法也进行了

研究和讨论，最后通过实验验证计算理论的正确性。主要工作是： 

（1）了解 ZT-3 转子系统的结构功能，对相关实验设备如传感器原理进行了解，同时学

习了数据采集处理软件的操作。 

（2）通过动刚度实验近似得到支承静刚度值，然后通过临界转速实验得到搭建的转子试

验器的临界转速和振型。 

（3）针对实际转子试验器，通过 CATIA 建立三维模型，并利用其测量功能得到盘的参

数，建立计算模型。 

（4）分别采用 MATLAB 编制一维模型的传递矩阵、有限元法的临界转速通用计算程序，

然后通过 MATLAB 的 GUI 编写界面，实现良好的人机交互，对实际转子试验器求解临界转

速和振型；最后在 ANSYS 软件中建立一维和三维有限元模型，得到临界转速和振型。 

（5）上述几种方法的结果以及实验结果进行比较分析。 

在整个的实验、计算、分析过程中，得到了转子系统的临界转速，在实际的旋转机械设

计中，工作转速应该避开这些临界转速，防止共振对机器造成损害甚至出现事故。 

6.2 论文工作展望 

本文采用了多种方法对实际的转子系统的临界转速进行了计算求解。由于本人的精力、

水平有限，在论文的写作过程中还存在不足之处，在今后的研究中还有以下工作有待于继续

研究： 

（1）本文计算模型是一个结构比较简单的盘轴结构，实际的发动机转子结构复杂，它包

含鼓筒、盘以及叶片等，如何准确建立其计算模型有待进一步研究。 

（2）本文的计算支承采用静刚度进行计算，实际发动机中，支承形式多种多样，转子与
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机匣形成的是一个耦合系统，如何考虑这些复杂的因素，有待进一步解决。 

（3）转子临界转速计算方法有多种，每种方法的适用情况有所差异，对于实际的复杂转

子系统而言，要准确计算其临界转速，除了准确考虑实际转子的各种因素外，方法的选取也

很重要，考虑多种方法的综合使用应该是准确计算临界转速的又一种途径，这有待进一步研

究。 
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